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海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第三章

内容提纲

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

3.1 概论及背景知识

3.2 Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法

3.3 超松弛迭代法

3.4 共轭梯度法*

3.5 编程实践（穿插在两周中）
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海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第三章

本章研究的问题

对于第二章所定义的有唯一解的线性方程组 ，其中𝐀 റ𝑥 = 𝑏

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 det 𝐀 ≠ 0 𝑏 = ℝ𝑛

我们把方程改写成 റ𝑥 = 𝐁 റ𝑥 + റ𝑓

റ𝑥(1) = 𝐁റ𝑥(0) + റ𝑓 റ𝑥(2) = 𝐁റ𝑥(1) + റ𝑓 …… റ𝑥 𝑘 = 𝐁റ𝑥 𝑘−1 + റ𝑓

迭代公式会产生一个序列 ，与方程的解 关系？x
k  )(

റ𝑥∗

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

设一个初始值 ，以此构造迭代法റ𝑥 0

迭代矩阵
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即，我们要研究： 是否成立？

本章研究的问题

或者说，我们要研究： 是否成立？lim
𝑘→∞

റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗ = 0

由方程的确定解 带入改造以后的方程，可得：റ𝑥∗ റ𝑥∗ = 𝐁 റ𝑥∗ + റ𝑓

റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗ = 𝐁റ𝑥 𝑘−1 + റ𝑓 − റ𝑥∗ = 𝐁റ𝑥 𝑘−1 − 𝐁റ𝑥∗ = 𝐁 റ𝑥 𝑘−1 − റ𝑥∗ = 𝐁2 റ𝑥 𝑘−2 − റ𝑥∗ =. . .

B− = −x x x xkk * *0 )( )()(

x
0)( 该式是否趋近于0向量？即Bk是否趋近于0矩阵！

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

lim
𝑘→∞

റ𝑥 𝑘 = റ𝑥∗
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构造方法 (构造𝐁）

✓ Jacobi方法

✓ Gauss-Seidel方法

✓ 超松弛方法

✓ 共轭梯度法

研究迭代法的收敛性

✓ 即矩阵𝐁满足什么条件可以使得 收敛

收敛速度

✓ 特别是针对大规模的稀疏方程组

本章研究的问题

റ𝑥 𝑘

റ𝑥 = 𝐁 റ𝑥 + റ𝑓
概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践
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在 中，有一个向量序列 ，记为 ，或

简记为

ℝ𝑛 റ𝑥 0 , റ𝑥 1 , റ𝑥 2 , . . . റ𝑥 𝑘
𝑘=0

∞

റ𝑥 𝑘

若 定义了范数 ，且存在 ，满足：ℝ𝑛 ∙ റ𝑥∗ ∈ ℝ𝑛

lim
𝑘→∞

റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗ = 0

റ𝑥 𝑘 റ𝑥∗则称 收敛于 ，简记为

向量序列的收敛

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

定义3.1.1（教材编号）

lim
𝑘→∞

റ𝑥 𝑘 = റ𝑥∗
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向量序列的收敛

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

റ𝑥 𝑘 = 𝑥1
𝑘
, 𝑥2

𝑘
, . . . , 𝑥𝑛

𝑘
𝑇

റ𝑥∗ = 𝑥1
∗, 𝑥2

∗, . . . , 𝑥𝑛
∗ 𝑇

=
→

x x
k

k
lim *)( lim

𝑘→∞
max
1≤𝑖≤𝑛

𝑥𝑖
𝑘
− 𝑥𝑖

∗ = 0

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖
𝑘
− 𝑥𝑖

∗ = 0, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖
𝑘
= 𝑥𝑖

∗, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛

由于范数的等价性

注意

定义3.1.1中，选取∞-范数

向量的收敛问题
等价于

每一个分量的数列收敛问题！

1.有限维线性空间的范数相互等价，因而定义中的范数可任意选择

2.        的每一个分量都应该收敛x
k  )(
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在 中，有一个矩阵序列，记为 ，或简记为ℝ𝑛×𝑛

若 定义了范数 ，且存在 ，满足：ℝ𝑛×𝑛 ∙ 𝐀∗ ∈ ℝ𝑛×𝑛

定义3.1.2（教材编号）

矩阵序列的收敛

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝐀 𝑘
𝑘=0

∞
𝐀 𝑘

lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 − 𝐀∗ = 0

𝐀 𝑘 𝐀∗ lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 = 𝐀∗则称 收敛于 ，简记为

同样注意
𝐀 𝑘 = 𝑎𝑖𝑗

𝑘
𝐀∗ = 𝑎𝑖𝑗

∗

lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 = 𝐀∗ ⇔ lim
𝑘→∞

𝑎𝑖𝑗
𝑘
= 𝑎𝑖𝑗

∗ , 𝑖, 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛

1.范数可以任意选择

2.记 则同样可得
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举例

矩阵序列的收敛

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

若 ，则

𝐀 =
𝜆 1
0 𝜆

𝐀2 = 𝜆2 2𝜆
0 𝜆2

…… 𝐀𝑘 = 𝜆𝑘 𝑘𝜆𝑘−1

0 𝜆𝑘

𝜆 < 1 lim
𝑘→∞

𝐴 𝑘 =
0 0
0 0

= 𝟎

按照每一个元素来处理，对于小规模的矩阵可以“看出来”

对于较大规模的矩阵B，如何得出关于Bk的结论？
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设

定理3.1.1（教材编号）

矩阵序列的收敛

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 = 𝟎 的充分必要条件是：lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 റ𝑥 = 0, ∀ റ𝑥 ∈ ℝ𝑛

其中 代表0矩阵， 代表0向量0 0

矩阵从属范数的特性 ，如果
成立，由定义3.1.2可知

∀ റ𝑥 ∈ ℝ𝑛 𝐀 𝑘 റ𝑥 ≤ 𝐀 𝑘 റ𝑥 lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 = 𝟎

lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 − 𝟎 = lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 = 0 lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 റ𝑥 = 0

再由定义3.1.1可知 lim
𝑘→∞

𝐀 𝑘 റ𝑥 = 0

取 ，则由 可得矩阵A的第j列元素收敛于0=e
T

j 0,...,1,...,0)(

第j个元素

A =
→

e j
k

k
lim 0

)(

𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛时，可得矩阵A的所有元素都收敛于0，则 A 0=
→k

k
lim

)(

充分性

必要性
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设 ，则下面三个命题等价：

定理3.1.2（教材编号）

矩阵序列的收敛

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

(1) B 0=
→k

klim (2) B  1)( (3)  至少存在一种从属范数满足 B 1

(2)→(3)：根据上一章定理2.4.3                                  ，(2)成立时只要
选择合适的 ，即可得(3)

(3)→(1)：若存在一种从属范数满足 ，由 ，可得，即
可得(1)

B 1 B Bk k

B =
→k

klim 0

(1)→(2)：反证法！假定B有一个特征值 ，则存在 使得𝜆 ≥ 1 റ𝑥 ≠ 0

𝐁 റ𝑥 = 𝜆 റ𝑥 𝐁𝑘 റ𝑥 = 𝜆 𝑘 റ𝑥

显然 时， 不趋近于0向量，与(1)矛盾。得证！→k 𝐁𝑘 റ𝑥

𝐁 ≤ 𝜌 𝐁 + 𝜀, 𝜀 > 0

𝜀

𝐁 ∈ ℝ𝑛×𝑛
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根据上一章定理2.4.3 𝜌 𝐁 ≤ 𝐁 𝜌 𝚩 = 𝜌 𝐁𝑘
1
𝑘 ≤ 𝐁𝑘

1
𝑘

设 ，

定理3.1.3（教材编号）

矩阵序列的收敛

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

为任意一种矩阵范数，则：𝐁 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ∙

B B=
→


k

kklim
1

)(

∀𝜀 > 0 记 ，则𝐁𝜀 = 𝜌 𝐁 + 𝜀 −1𝐁 𝜌 𝐁𝜀 =
𝜌 𝐁

𝜌 𝐁 + 𝜀
< 1 lim

𝑘→∞
𝐁𝜀
𝑘 = 𝟎

𝐁𝜀
𝑘 =

𝐁𝑘

𝜌 𝐁 + 𝜀 𝑘
< 1当k足够大时 𝐁𝑘

1
𝑘 < 𝜌 𝐁 + 𝜀
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构造迭代矩阵B

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

A M N= − M N− =x b)( M N= +x x b M N M= +− −x x b1 1

B M N M M A I M A= = − = −− − −1 1 1)( M= −f b1 B= +
+

x x f
k k1 )()(

定义3.1.3（教材编号）

若存在向量 ，使得如上迭代法获得的向量序列 满足റ𝑥∗ ∈ ℝ𝑛 റ𝑥 𝑘

lim
𝑘→∞

റ𝑥 𝑘 = റ𝑥∗, ∀ റ𝑥 0 ∈ ℝ𝑛

则称如上迭代法是收敛的

已如第二章所定义的有唯一解的线性方程组 ，其中𝐀 റ𝑥 = 𝑏

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 det 𝐀 ≠ 0 𝑏 = ℝ𝑛
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收敛性分析

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

记每次迭代的误差 റ𝑒 𝑘 = റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗

我们已经知道： റ𝑒 𝑘 = 𝐁റ𝑒 𝑘−1 = 𝐁2 റ𝑒 𝑘−2 =. . . = 𝐁𝑘 റ𝑒 0

定理3.1.4（教材编号）

迭代法 收敛的充分必要条件为റ𝑥 𝑘+1 = 𝐁റ𝑥 𝑘 + റ𝑓 𝜌 𝐁 < 1

如上迭代法收敛 lim
𝑘→∞

റ𝑒 𝑘 = lim
𝑘→∞

𝐁𝑘 റ𝑒 0 = 0, ∀ റ𝑒 0 ∈ ℝ𝑛

lim
𝑘→∞

𝐁𝑘 = 𝟎

𝜌 𝐁 < 1 用从属范数！

𝐀 റ𝑥∗ = 𝑏 റ𝑥∗ = 𝐁 റ𝑥∗ + റ𝑓 റ𝑥 𝑘+1 = 𝐁റ𝑥 𝑘 + റ𝑓

𝜌 B 往往比
较难判别，
怎么办？
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设 是方程组 唯一解， 是一种向量范数，其从属矩阵
范数满足

定理3.1.5（教材编号）

收敛性分析

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

റ𝑥∗ റ𝑥 = 𝐁 റ𝑥 + റ𝑓 ∙

B = q 1 则上述迭代法收敛，且

−
= −  −

−

q
e x x x x

qk k k k

1

* 1)()()()(

−
= −  −

q
e x x x x

qk k
k

1

* 1 0)()()()(

我们习惯使用的中止条件

可以预先估计k步以后的误差

注意：若q非常接近1时，我们习惯的中止条件会怎么样？
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收敛性分析

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

B B =  q 1)( 迭代法必定收敛 lim
𝑘→∞

റ𝑥 𝑘 = റ𝑥∗

റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗ = 𝐁 റ𝑥 𝑘−1 − റ𝑥∗ = 𝐁 റ𝑥 𝑘−1 − റ𝑥 𝑘 + 𝐁 റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗

റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗ ≤ 𝐁 റ𝑥 𝑘−1 − റ𝑥 𝑘 + 𝐁 റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗ ≤ 𝑞 റ𝑥 𝑘−1 − റ𝑥 𝑘 + 𝑞 റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗

റ𝑥 𝑘 − റ𝑥∗ ≤
𝑞

1 − 𝑞
റ𝑥 𝑘 − റ𝑥 𝑘−1

റ𝑥 𝑘 − റ𝑥 𝑘−1 = 𝐁 റ𝑥 𝑘−1 − റ𝑥 𝑘−2 ≤ 𝑞 റ𝑥 𝑘−1 − റ𝑥 𝑘−2

再反复使用

−
−  −

q
x x x x

qk
k

1

* 1 0)()()(

B= +
−

x x f
k k 1)()(

B= +
− −

x x f
k k1 2)()(

定理的证明 1、定理中的第二式到底有什么意义？
2、定理是充分必要条件吗？
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收敛率

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

B Be e ek kk
=

0 0)()()(
B

e

e
k

k

0)(

)(

回想一下从属范数的定义！

𝐁𝑘 = max
റ𝑒 0 ≠0

𝐁𝑘 റ𝑒 0

റ𝑒 0
= max

റ𝑒 0 ≠0

റ𝑒 𝑘

റ𝑒 0
这个可以看作迭代k次
后误差比的最大值

平均到每次迭代的误差可以看作：B kk
1

若希望
റ𝑒 𝑘

റ𝑒 0
≤ 𝜀=10−𝑠 ≪ 1 𝐁𝑘 ≤ 𝜀

ln 𝐁𝑘
1
𝑘 ≤

1

𝑘
ln 𝜀 𝑘 ≥

− ln 𝜀

− ln 𝐁𝑘
1
𝑘

已知

𝐁𝑘
1
𝑘 ≤ 𝜀

1
𝑘

几步能收敛满意？
k与𝜌 𝐁 关系？
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收敛率

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝑅 𝐁 = lim
𝑘→∞

𝑅𝑘 𝐁 = lim
𝑘→∞

− ln 𝐁𝑘
1
𝑘 = − ln 𝜌 𝐁

定义为以上迭代法的渐进收敛率或渐进收敛速度

定义3.1.4（教材编号）

𝑅𝑘 𝐁 = − ln 𝐁𝑘
1
𝑘

依赖于从属范数和迭代次数！

以上迭代法的平均收敛率定义为

定义3.1.5（教材编号）
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内容提纲

3.1 概论及背景知识

3.2 Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法

3.3 超松弛迭代法

3.4 共轭梯度法*

3.5 编程实践（穿插在两周中）

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践
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取

Jacobi迭代法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝐀 = 𝐃 − 𝐋 − 𝐔

D = diag a a ann, ,...,11 22 )(

L

 
 
 

= −  
 
 

−a a

a

n n n 0

0

0

1 , 1

21
U

 
 
 

= −  
 
 

−a

a a n

n n

0

0

0 1

1,

12

注意和LU分解的区别

此处是直接将A的上、下三角元直接赋予一个上三角阵和

一个下三角阵！

即以A的所有对角元构成的对角矩阵

𝐀 = 𝐌− 𝐍 M N M= +− −x x b1 1



21/68

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第三章

Jacobi迭代法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

M D= N L U= +

B= +
+

x x fJ J

k k1 )()(迭代方程为： 其中 D= −f bJ

1

进一步拆解每一个分量

D L U
 

= + + −+
x x b

k k11 )()()(

 
 
 = − −
 

= = +

+
−

a
x b a x a x

ii j j i

i i ij j ij j

k k k
i n1

1 1

1
1

)()()(

下对角部分上对角部分

第i行除了对角元以外所有元素

这称为Jacobi迭代法，简称J法

假定所有对角元素不为0，即D非奇异，取

B I D A D L U= − = +− −

J

1 1 )(
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Jacobi迭代法—收敛性

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

定理3.2.1（教材编号）-1

B J 1

B  J 1)(J法收敛的充分必要条件是

J法收敛的充分条件是

定理3.2.2（教材编号）-1

若矩阵A为严格对角占优矩阵或为不可约弱对角占优矩阵，
则A非奇异，且方程组的J法收敛

第二章定理2.3.1

严格对角占优  =
= 

a a i n
j

j

i

ii i

j

n

, 1,2,...,
1,

定理3.2.3（教材编号）-1

若矩阵A对称，且对角元都大于0，则J法收敛的充分必要条件是
A及2D-A均为正定矩阵，其中 D = diag a a ann, ,...,11 22 )(
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Gauss-Seidel迭代法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

这称为Gauss-Seidel迭代法，简称GS法

 
 
 = − − =
 

= = +

+
−

a
x b a x a x i n

ii j j i

i i ij j ij j

k k k
i n

, 1,2,...,
1

1 1

1
1

)()()(

如果在k+1步，已经算完分量 ，则 分量计算的过程
中，之前的分量都用新的结果

−

+
xi

k

1

1)( +
xi

k 1)(

 
 
 = − − =
 

= = +

+ +
−

a
x b a x a x i n

ii j j i

i i ij j ij j

k k k
i n

, 1,2,...,
1

1 1

1 1
1

)()()(

   
  
  

−   
  
  

−

−

a a

x

xa

n n n

i

i

0

0

0

1 , 1

121

已经更新！
第i行

从J法的分量形式开始
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Gauss-Seidel迭代法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

 
 
 = − − =
 

= = +

+ +
−

a
x b a x a x i n

ii j j i

i i ij j ij j

k k k
i n

, 1,2,...,
1

1 1

1 1
1

)()()(

写回矩阵的形式

D L U D L U
 

= + + = + + − −+
x x b x x b

k k k k1 11 )( )()()()()(
J法：

D L U= + +−+ +
x x x b

k k k11 1 )( )()()(GS法：

D L U− = +
+

x x b
k k1 )()()( B= +

+
x x fG G

k k1 )()(

B D L U I D L A= − = − −
− −

G

1 1

)()( D L= −
−

f bG

1

)(

写成矩阵形式可以在矩阵编程环境中方便操作
但是更重要的是为了理论分析！

GS法分量形式
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J法和GS法的收敛性

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

定理3.2.1（教材编号）-完整

GS法收敛的充分条件是

B J 1

B J 1

B  J 1)(

B  GS 1)(

GS法收敛的充分必要条件是

J法收敛的充分必要条件是

J法收敛的充分条件是
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一个关于对角占优阵的定理

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

定理3.2.2（教材编号）-完整
若矩阵A为严格对角占优矩阵或为不可约弱对角占优矩阵，
则A非奇异，且方程组的J法和GS法都收敛

第二章定理2.3.1

反证法：如果A奇异！

则 有非0解A 0=x x* റ𝑥∗ ∞ = max
1≤𝑖≤𝑛

റ𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑘

∗ ≠ 0 第k行方程 =
=

a xk j

n

j

j

0
1

*

𝑎𝑘𝑘𝑥𝑘
∗ = − ෍

𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛

𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗
∗ ≤ ෍

𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛

𝑎𝑘𝑗 𝑥𝑗
∗ 𝑎𝑘𝑘 ≤ ෍

𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛

𝑎𝑘𝑗
𝑥𝑗
∗

𝑥𝑘
∗ ≤ ෍

𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛

𝑎𝑘𝑗

和严格对角占优矛盾！

严格对角占优  =
= 

a a i n
j

j

i

ii i

j

n

, 1,2,...,
1,
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一个关于对角占优阵的定理

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

B D L U= +−

J

1 )(

−

0
𝑎12
𝑎11

⋯
𝑎1𝑛
𝑎11

𝑎21
𝑎22

0 ⋮

⋮ ⋱
𝑎𝑛−1,𝑛
𝑎𝑛−1,𝑛−1

𝑎𝑛1
𝑎𝑛𝑛

⋯
𝑎𝑛,𝑛−1
𝑎𝑛𝑛

0

= ቐ

0 , 𝑖 = 𝑗

−
𝑎𝑖𝑗

𝑎𝑖𝑖
, 𝑖 ≠ 𝑗

𝑖, 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛

B  = = 
= 

    a
b

a

j i ij
i n i n

i

J ij

ij
n

max max 1
1

1 1
B B 


 J J 1)( J法收敛！

证明J法严格对角占优的情况 A D L U= − −
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一个关于对角占优阵的定理

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

    
 
 =  +  + =
 


= = + = = + =

− −

  ac a a a a cij ij ij

j i
i j

ii ij

j j i j j

ii ij

i n i n n

1 1 1 1 1

1 1

B D L U I D L A= − = − −
− −

G

1 1

)()(

UD LLI B D− − −= −
−

 Gdet det det
1

)( )()( )()( = 0

记作C

此时，C也同样是严格对角占优，则det(C)无法等于0

因而𝜆必须小于1；得证！

A D L U= − −

反证法，若：  1

证明GS法严格对角占优的情况

C

 
 
  = =   
 
 

  

 



a a a

c
a a a

a a a

n n nn

ij

n

n

1 2

21 22 2

12 12 1
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一个关于对角占优阵的定理

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

UD LLI B D− − −= −
−

 Gdet det det
1

)( )()( )()(

D L U D L U− − −=− −  ndet det 1 )()( )(

C

 
 
 

=  
 
 

−

− −



 

a a a

a a a

a a a

n n nn

n

n

'

1 2

21 22 2

1

12 12 1

1 1

A D L U= − − C D L U= − − −' 1

A不可约，则C’也不可约，同样反证：若 ，则C’将保持弱对

角占优，det(C’)同样无法等于0，因而𝜆必须小于1；得证！

 1

J法弱对角占优不可约略！

证明GS法弱对角占优不可约的情况
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若矩阵A对称，且对角元都大于0，则

（1）如上述解线性方程组的J法收敛的充分必要条件是A及

2D-A均为正定矩阵，其中

（2）如上述解线性方程组的GS法收敛的充分条件是A正定

定理3.2.3（教材编号）-完整

一个关于对称正定矩阵的定理

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

D = diag a a ann, ,...,11 22 )(

SOR收敛性中的一部分！
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编程实践

✓ 通过Jacobi迭代求解线性方程组

➢ 在LinearEquations中添加网络学堂下载的JacobiIteration类文件

➢ 将Program中的Main函数改成如下内容

➢ 运行发现程序抛出异常，请补全JacobiIteration.Solve方法

public class Program
{

public static void Main(string[] args)
{

JacobiIteration.Sample();

Console.ReadKey();
}

}

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践
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编程实践

✓ JacobiIteration类解读（Sample）

public static void Sample()
{

Matrix A = new Matrix(new double[,] {
{ 6, 2, 1, -1 },
{ 2, 4, 1, 0 },
{ 1, 1, 4, -1 },
{ -1, 0, -1, 3 }

});

Vector b = new Vector(6, 1, 5, -5);

Vector x = Solve(A, b);

Console.WriteLine("x为\n" + x);
Console.WriteLine("偏差Ax-b为");
Console.WriteLine(A * x - b);

}

系数矩阵

常数项

计算解向量，并求偏差Ax-b

一个用于测试的方法，与
我们前面写过的代码类似

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践
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编程实践

✓ JacobiIteration类解读（Solve）
public static Vector Solve(Matrix A, Vector b, int maxCount = 1000)
{

//此处需构造迭代所需的BJ和fJ

Vector x = new Vector(b.Length);

int count = 0;
while (Norm.One(A * x - b) > 1e-10)
{

if (count >= maxCount)
throw new Exception("未在指定迭代次数内收敛，Jacobi方法可能不收敛");

//此处需进行Jacobi迭代

count++;
}
return x;

}

增加了最大迭代
数，避免不收敛
时陷入死循环

计算Ax-b的1-范数，
以1e-10作为误差限

记录循环次数

初始化迭代向量x为零向量

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践
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编程实践

✓ JacobiIteration类缺失代码参考（Solve）
public static Vector Solve(Matrix A, Vector b, int maxCount = 1000)
{

// ……
Matrix DInv = new Matrix(A.RowCount, A.ColumnCount);

for (int i = 0; i < A.RowCount; i++)
{

DInv[i, i] = 1 / A[i, i];
}

Matrix BJ = Matrix.Identity(A.RowCount)- DInv * A;

Vector fJ = DInv * b;
// ……

}

𝐴 = 𝐷 − 𝐿 − 𝑈

𝐵𝐽 = 𝐷−1 𝐿 + 𝑈

= 𝐼 − 𝐷−1𝐴

𝑓𝐽 = 𝐷−1𝑏

𝑥 = 𝐵𝐽𝑥 + 𝑓𝐽循环体中填：x = BJ * x + fJ;

对角矩阵的逆

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践
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编程实践

✓ 通过Gauss-Seidel迭代求解线性方程组

➢ 在LinearEquations文件夹下新建一个GaussSeideIteration类

➢ 记得①去掉命名空间后的.LinearEquations；②添加public修饰符

➢ 直接拷贝JacobiIteration的Solve和Sample方法过来（两者相似）

➢ 将Program的Main方法改为

public class Program
{

public static void Main(string[] args)
{

JacobiIteration.Sample();
GaussSeidelIteration.Sample();

Console.ReadKey();
}

}

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践
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编程实践

✓ 修改Gauss-Seidel类的Solve方法

思路1（直观）
计算𝐵G和𝑓𝐺，替换掉𝐵𝐽与𝑓𝐽即可

思路2（简单？）
按照定义，每次采用“最新”算出
的计算值

𝐵𝐺 = 𝐷 − 𝐿 −1𝑈
= 𝐼 − (𝐷 − 𝐿)−1𝐴

𝑓𝐺 = 𝐷 − 𝐿 −1𝑏

𝑥的每个分量需从前往后计算，计
算后一分量时采用最新的分量值

for (int i = 0; i < x.Length; i++)
{

x[i] = BJ.GetRow(i) * x + f[i];
}

循环体中填：
x = BJ * x + fJ;

计算x[i]时，x[i-1]、x[i-2]、…、
x[0]已经被更改为最新值 √

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践



37/68

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第三章

编程实践

✓ 两种迭代法对比

➢ 在两个类的Solve方法中添加一句代码（return之前），输出迭代数

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践
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学习重点

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

掌握迭代法的收敛性分析和收敛率概念

理解雅克比迭代法

掌握高斯—赛德尔迭代法

理解J法和GS法求解相关问题的编程

作业
教材P89-1、P89-2(1)、 P90-4
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内容提纲

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

3.1 概论及背景知识

3.2 Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法

3.3 超松弛迭代法

3.4 共轭梯度法*

3.5 编程实践（穿插在两周中）



40/68

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第三章

松弛的概念—从割圆说起

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

=  rS 2

估一个近似的面积 
r

S
2

若取r =10 96边形 = +S
625

313
584

96 192边形 = +S
625

314
64

192

再往下手算太难了，怎么办？ = + − S SS 1 192 96)( 变成了找𝜔的问题

我们无法想象，刘徽当年是如何找到： =
105

36
= S S314.16 3072
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松弛的概念—再比较下J法和GS法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

A M N= − M N− =x b)( M N= +x x b M N M= +− −x x b1 1

M D= N L U= + B I D A D L U= − = +− −

J

1 1 )(J法：

GS法： B D L U I D L A= − = − −
− −

G

1 1

)()(M D L= − N U=

 
 
 = − − =
 

= = +

+ +
−

a
x b a x a x i n

ii j j i

i i ij j ij j

k k k
i n

, 1,2,...,
1

1 1

1 1
1

)()()(

 
 
 = − −
 

= = +

+
−

a
x b a x a x

ii j j i

i i ij j ij j

k k k
i n1

1 1

1
1

)()()(
J法

GS法

从之前的实验可以得出，似乎GS法收敛较好的结论；从这里对比也
可以看到：GS法在迭代的过程中，尽量使用更新过的值！

从GS法出发，如果要进一步加快迭代，如何?
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松弛的概念—直接给出定义

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

 0

 
 
 = − − + − =
 

= = +

+ +
−

 
a

x b a x a x x i n
ii j j i

i i ij j ij j i

k k k k
i n

1 , 1,2,...,
1

1 1

1 1
1

)()()()()(

= + −
+ +

 x x x
k k k

1
1 1 )()()()(

GS法k+1的结果松弛后的结果

这一方法称为逐次松弛(Successive over-Relaxation, SOR)法

令松弛因子 ，利用松弛的基本思路

✓显然 ，SOR法退化为GS法

✓当 时，称为超松弛方法；反之称为低松弛方法

✓按元素编程实现时，不需要任何新的技巧，在GS法的基础
上加一步加权平均即可

= 1

 1
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松弛的概念—直接给出定义

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

 
 
 = − − + − =
 

= = +

+ +
−

 
a

x b a x a x x i n
ii j j i

i i ij j ij j i

k k k k
i n

1 , 1,2,...,
1

1 1

1 1
1

)()()()()(

L U DD  + + − − =
+

   x xb
k k

1
1 )()()()(

D LDL U D− + −−= + 
+ − −

    x x b
k k

1
1 1 1

)()()()()(
LM D= −




1
)(

റ𝑥 𝑘+1 = 𝜔𝐃−1 𝑏 + 𝐋 റ𝑥 𝑘+1 + 𝐔 റ𝑥 𝑘 + 1 − 𝜔 റ𝑥 𝑘

UΝ D = + − 


 
1

1 )(

同样的道理，为了研究其性能，我们需要写出矩阵的形式
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松弛的概念—直接给出定义

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

റ𝑥 𝑘+1 = 𝐃− 𝜔𝐋 −1 𝜔𝐔 + 1 − 𝜔 𝐃 റ𝑥 𝑘 + 𝜔 𝐃− 𝜔𝐋 −1𝑏

റ𝑥 𝑘+1 = 𝐋𝜔 റ𝑥
𝑘 + റ𝑓 𝐿𝜔 = 𝐃 −𝜔𝐋 −1 𝜔𝐔 + 1 − 𝜔 𝐃

我们只需要讨论𝐋𝜔的性能!

显然，SOR法收敛的充分必要条件是：

一个充分条件是：

L   1)(
L  1

所以SOR收敛性能的问题转化为：松弛因子如何影响𝐋𝜔
谱半径和范数?
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SOR法的收敛性

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

定理3.3.1（教材编号）

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛  =a i nii 0, 1,2,..., 

L −   1)(

证明： D L U D− −=  + 
−

  L 1
1

)()(

若𝐋𝜔有n个特征值： ，则：  n, ,...,1 2   n, ,...,1 2

L DD DL L U D U= − = − + − + − 
− −

     det det det det1 1
1 1

)( )()( )()( )()()(
下三角阵 上三角阵

D D I= − = − = −−   
n

det det 1 det 1 11 )()( )()( )()(

𝜌 𝐋𝜔 = max
1≤𝑖≤𝑛

𝜆𝑖 ≥ 𝜆1𝜆2. . . 𝜆𝑛
1
𝑛 = 1 − 𝜔 得证！

所以，若要SOR法收敛： ，即：− 11 0 < 𝜔 < 2 必要条件！

设 ，其对角元 ，则对所有的实数 有
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SOR法的收敛性

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

定理3.3.2（教材编号）
𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 0 < 𝜔 < 2

x 0

𝐃 − 𝜔𝐋 −1 𝜔𝐔 + 1 − 𝜔 𝐃 റ𝑥 = 𝜆 റ𝑥 𝜔𝐔 + 1 − 𝜔 𝐃 റ𝑥 = 𝜆 𝐃 − 𝜔𝐋 റ𝑥

x 0

U LDD − + − =    x x x x1 , , )( )()( )(

DU D L + − = −    x x x x x x x x, 1 , , , )()()()()(

>0，记作p

𝐿𝜔 = 𝐃 −𝜔𝐋 −1 𝜔𝐔 + 1 − 𝜔 𝐃

设 为对称正定矩阵，且 ，则SOR法收敛

证明：假定𝜆是𝐋𝜔的一个特征值，对应的特征向量
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SOR法的收敛性

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

x 是一个复向量，记：U L=x x x xT, , )()( L  x x i, = +)(

𝐔 റ𝑥, റ𝑥 = 𝐋𝑇 റ𝑥, റ𝑥 = റ𝑥, 𝐋 റ𝑥 = 𝐋 റ𝑥, റ𝑥 = 𝛼 − 𝑖𝛽

DU D L + − = −    x x x x x x x x, 1 , , , )()()()()(

，
− +− −

=  − + − − − + 

   
 

      

pp i

p i p p
=

1

2 22

2
2 22

)(

)()(

 − − − − = − − = − −         p p p p p p p p2 2 2 2
22

)()()()()()(

A D L U = − − = − x x x x x x x x p, 2 0, , , )()()()(  1
2

得证！

以上证明包含了定理

3.2.3的（2）：

证明（续）

分子减分母

𝜔 = 1

< 0

实际为充
要条件
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最优松弛因子

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

B B B B= = − = −
→ →

R R
k k

k
kklim lim ln ln
1

)()()(
B B

 =
− 

R R
k

sln ln10

)()(
谱半径取得最小！

但是，对任意矩阵，这一讨论是十分困难的，我们仅仅能针对一些
特殊的矩阵

定理3.3.3（教材编号）

若方程组中的A是对称正定三对角矩阵，则

B B =   G J 1
2

)()( 𝜔𝑏 =
2

1 + 1 − 𝜌 𝐁𝐽
2

𝜌 𝐋𝜔𝑏
= 𝜔𝑏 − 1

𝜔𝑏为最优松弛因子！

什么是最好的松弛因子？回想一下收敛速度
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最优松弛因子

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

一般情况下， 在左侧变化剧烈，而在右侧成线性变化𝜌 𝐋𝜔

b
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最优松弛因子

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

b

最优松弛因子退化至GS法，即𝜔𝑏 ≈ 1

将上题的矩阵对角线加大一些
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块迭代*

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝜕2𝑣 𝑥, 𝑦

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣 𝑥, 𝑦

𝜕𝑦2
= 𝜌 𝑥, 𝑦

计算空间任何一个离散点vij，需要其邻域离散点

−

++ − +

−

− −

+

+

− +

v v v

v v v

v v v

i j i j

i j

i j i j

i j

i j i j

i j

1 1 1 1, , 1,

, 1, 1

1, 1 1,

,

1, 1

𝜕2𝑣 𝑥, 𝑦

𝜕𝑥2
≈
𝑣𝑖,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗−1

ℎ2

𝑣𝑖+1,𝑗 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖−1,𝑗

ℎ2
+
𝑣𝑖,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗−1

ℎ2
= 𝜌𝑖,𝑗

𝑣𝑖+1,𝑗 + 𝑣𝑖−1,𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗+1 + 𝑣𝑖,𝑗−1 − 4𝑣𝑖,𝑗 = ℎ2𝜌𝑖,𝑗

x

y

v为二维空间中待求的一个

“势”（二维函数）

泊松方程

在点i,j附近进行泰勒展开，消去高阶项

泊松方程的
五点差分格式
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块迭代*

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

待求解的 v x y, )(

vi j,

已知的密度分布  x y, )(

ℎ2𝜌𝑖,𝑗vi j,

任意一个离散格点 都满足上一页的差分方程

已知的浓度分布 v x y, )( 待求解的粒子运动  x y, )(
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块迭代*

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

x

y

假设离散成3*3网格

j

i 𝑣11 𝑣12 𝑣13
𝑣21 𝑣22 𝑣23
𝑣31 𝑣32 𝑣33

0…

0…

0…0…

𝑣𝑖+1,𝑗 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖−1,𝑗
ℎ2

+
𝑣𝑖,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗−1

ℎ2
= 𝜌𝑖,𝑗 −

1

1 4 1

1
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块迭代*

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

−

1

1 4 1

1

按行展开

𝑣11
𝑣12
𝑣13
𝑣21
𝑣22
𝑣23
𝑣31
𝑣32
𝑣33

=

𝜌

⋮

𝜌

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 -4 1 1

-4 1 11

-4 0 11

-4 1 101

-4 1 111

-4 0 111

-4 101

-4 111

-411

泊松方程组 𝐀 റ𝑣 = റ𝜌

𝑣11 𝑣12 𝑣13
𝑣21 𝑣22 𝑣23
𝑣31 𝑣32 𝑣33
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块迭代*

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

0 I A

I A I

A I 0

  
 
 
 

33

22

11 n*n的离散网格

I A

I

I

I A I

A I

  
 
 
 
 
 
 

nn

2

11

2

A

 − 
 
 
 =
 

− 
 −

n n

ii

1 4

1

1

1 4 1

4 1

I

  
 
 
 =
 
 
 

n n
1

1

1

分块矩阵
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块迭代*

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝐔 =

𝟎 −𝐀12 ⋯ −𝐀1𝑛
𝟎 ⋯ −𝐀2𝑛

⋱ ⋮
𝟎

构造块SOR法（BSOR），形式完全类似

റ𝑥 𝑘+1 = 𝐃− 𝜔𝐋 −1 𝜔𝐔 + 1 − 𝜔 𝐃 റ𝑥 𝑘 + 𝜔 𝐃− 𝜔𝐋 −1𝑏

𝐀 =

𝐀11 𝐀12 ⋯ 𝐀1𝑛
𝐀21 𝐀22 ⋯ 𝐀2𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝐀𝑛1 𝐀𝑛2 ⋯ 𝐀𝑛𝑛

不失一般性，如果有分块矩阵构成的方程组

可以按照迭代法做相同的拆解

𝐃 =

𝐀11
𝐀22

⋱
𝐀𝑛𝑛

𝐋 =

𝟎
−𝐀21 𝟎
⋮ ⋮ ⋱

−𝐀𝑛1 −𝐀𝑛2 ⋯ 𝟎
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块迭代*

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

2. 当A为类似于泊松方程差分得到矩阵时，称为T-矩阵
若D非奇异，且 J I D A= − −1

同样有

𝜔𝑏 =
2

1 + 1 − 𝜌 𝐉 2
𝜌 𝐋𝜔𝑏

= 𝜔𝑏 − 1

且

𝜌 𝐋𝜔 = ቐ

1

4
𝜔𝜌 𝐉 + 𝜔2𝜌 𝐉 2 − 4 𝜔 − 1

2
, 0 < 𝜔 < 𝜔𝑏

𝜔 − 1, 𝜔𝑏 ≤ 𝜔 < 2

1. 当A为对称正定时，同样取 ，BSOR法收敛 20



58/68

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第三章

内容提纲

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

3.1 概论及背景知识

3.2 Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法

3.3 超松弛迭代法

3.4 共轭梯度法*

3.5 编程实践（穿插在两周中）
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线性方程组等价的变分问题

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝑏 = ℝ𝑛

建立一个关于֊𝑥的二次函数（泛函）

𝜑 റ𝑥 = 𝜑 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 =
1

2
𝐀 റ𝑥, റ𝑥 − 𝑏, റ𝑥 =

1

2
෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 −෍

𝑗=1

𝑛

𝑏𝑗 𝑥𝑗

显然

𝛻𝜑 റ𝑥 =
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
= 𝐀റ𝑥 − 𝑏

线性方程组在此时等价于
一个泛函的最值问题

𝛻𝜑 റ𝑥 = 0

已如第二章所定义的有唯一解的线性方程组 ，其中A =x b

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 且对称正定

最大还是最小？
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线性方程组等价的变分问题

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

定理3.4.1（教材编号）

如果A是对称正定矩阵，则方程组的解 满足x*

𝜑 റ𝑥∗ = min
റ𝑥∈ℝ𝑛

𝜑 ര𝑥
最小值问题！

A− = − −  x x x x x x
2

, 0
1* * * )( )()()(

不加证明的给出

对一切 均满足以上条件റ𝑥 ∈ ℝ𝑛

若有任意其他一个 使等号成立，则

𝐀 ෤𝑥 − റ𝑥∗ , ෤𝑥 − റ𝑥∗ = 0 再由A的正定性可得： =x x*

෤𝑥
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最速下降法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝜑 റ𝑥∗ = min
റ𝑥∈ℝ𝑛

𝜑 റ𝑥

取初始值

റ𝑟 0 = 𝑏 − 𝐀റ𝑥 0

−𝛻𝜑 റ𝑥 0 = 𝑏 − 𝐀റ𝑥 0 = റ𝑟 0

𝜑 റ𝑥 1 = 𝜑 റ𝑥 0 + 𝛼 0 റ𝑟 0

依次迭代 …

每次迭代的残余向量即是梯度下降方向

𝛼为待定的参数

沿该方向搜索

റ𝑥 0

第一次迭代的残余向量
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最速下降法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

റ𝑥 0 ∈ ℝ𝑛

对 k = 0, 1, …

റ𝑟 𝑘 = 𝑏 − 𝐀 റ𝑥 𝑘 𝛼 𝑘 =
റ𝑟 𝑘 , റ𝑟 𝑘

𝐀റ𝑟 𝑘 , റ𝑟 𝑘
റ𝑥 𝑘+1 = റ𝑥 𝑘 + 𝛼 𝑘 റ𝑟 𝑘

1. 所有的 互相正交

2. 序列单调下降，且有下界满足

r
k )(

 x
k  )( )( =

→
x x

k

k
lim *)(

缺点：接近解的地方很慢！

具体步骤（不加推导和证明）

取初始值

说明
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共轭梯度法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

定义3.4.1（教材编号）

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛且对称正定，若一组向量 ，满足റ𝑝 0 ， റ𝑝 1 ，. . . , റ𝑝 𝑙

𝐀 റ𝑝 𝑖 , റ𝑝 𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗

则称为一个A-共轭向量组

由A对称正定的任取性，当取单位阵I时，这组向量即退化成正交向

量；而一般情况下，这是一组线性无关的向量

我们将搜索方向从梯度下降改为： ，即为共轭
梯度法（CG法）

റ𝑥 𝑘+1 = റ𝑥 𝑘 + 𝛼 𝑘 റ𝑝 𝑘

对比 റ𝑥 𝑘+1 = റ𝑥 𝑘 + 𝛼 𝑘 റ𝑟 𝑘
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共轭梯度法

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝛼 𝑘 =
റ𝑟 𝑘 , റ𝑟 𝑘

𝐀 റ𝑝 𝑘 , റ𝑝 𝑘 റ𝑥 𝑘+1 = റ𝑥 𝑘 + 𝛼 𝑘 റ𝑝 𝑘

റ𝑟 𝑘+1 = 𝑏 − 𝛼 𝑘 𝐀 റ𝑝 𝑘 𝛽 𝑘 =
റ𝑟 𝑘+1 , റ𝑟 𝑘+1

റ𝑟 𝑘 , റ𝑟 𝑘

റ𝑝 𝑘+1 = റ𝑟 𝑘 + 𝛽 𝑘 റ𝑝 𝑘

具体步骤（不加推导和证明）

取初始值 റ𝑥 0 ∈ ℝ𝑛

对 k = 0, 1, …

റ𝑟 0 = 𝑏 − 𝐀 റ𝑥 0 ， റ𝑝 0 = റ𝑟 0
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内容提纲

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

3.1 概论及背景知识

3.2 Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法

3.3 超松弛迭代法

3.4 共轭梯度法*

3.5 编程实践（穿插在两周中）
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编程实践

✓ 通过SOR迭代求解线性方程组概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

𝐵𝐽 = 𝐼 − 𝐷−1𝐴 𝑓𝐽 = 𝐷−1𝑏
Jacobi迭代
x = BJ * x + fJ;

Gauss-Seidel迭代
for (int i = 0; i < x.Length; i++)
{

x[i] = BJ.GetRow(i) * x + fJ[i];
}

SOR迭代
for (int i = 0; i < x.Length; i++)
{

x[i] += w * (BJ.GetRow(i) * x + fJ[i] - x[i]);
}

每次采用“最新”算出的计算值

通过旧值和新值进行插值

𝐵𝐺 = 𝐼 − (𝐷 − 𝐿)−1𝐴 𝑓𝐺 = 𝐷 − 𝐿 −1𝑏

𝐵𝑆 = (𝐷 − 𝜔𝐿)−1[ 1 − 𝜔𝐿 𝐷 + 𝜔𝑈]

𝑓𝑆 = 𝜔 𝐷 − 𝜔𝐿 −1

𝑥𝑖
𝑘+1

= 𝑥𝑖
𝑘
+ 𝜔 ҧ𝑥𝑖

𝑘+1
− 𝑥𝑖

𝑘

𝑥𝑖
𝑘

ҧ𝑥𝑖
𝑘+1

𝜔 = 0 𝜔 = 1

𝜔 ∈ 0,1𝜔 < 0 𝜔 > 1
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编程实践

✓ 通过CG方法求解线性方程组概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

➢ 任取𝑥，取为零向量

➢ 𝑟 = 𝑏 − 𝐴𝑥 = 𝑏，𝑝 = 𝑟 = 𝑏

➢ 迭代

𝛼 =
(𝑟, 𝑟)

(𝐴𝑝, 𝑝)

𝑥 = 𝑥 + 𝛼𝑝

𝑟𝑜𝑙𝑑 = 𝑟

𝑟 = 𝑟 − 𝛼𝐴𝑝

𝛽 =
(𝑟, 𝑟)

(𝑟𝑜𝑙𝑑 , 𝑟𝑜𝑙𝑑)

𝑝 = 𝑟 + 𝛽𝑝

Vector x = new Vector(b.Length);
Vector r = b, p = b, rOld;
double alpha, beta;
int count = 0;
while (Norm.One(r) > 1e-10 && !p.IsZero())
{

if (count >= maxCount)
throw new Exception(“……");

alpha = r * r / (A * p * p);
x += alpha * p;
rOld = r;
r -= alpha * A * p;
beta = r * r / (rOld * rOld);
p = r + beta * p;
count++;

}
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学习重点

概论

研究问题

向量序列的收敛

矩阵序列的收敛

构造迭代矩阵

收敛性分析

收敛率

J法和GS法

J法

GS法

J、GS法的收敛

对角占优阵定理

对称正定阵定理

超松弛迭代法

松弛概念

SOR法的收敛性

最优松弛因子

块迭代

共轭梯度法

等价变分问题

最速下降法

共轭梯度法

编程实践

掌握迭代法的收敛性分析和收敛率概念

理解雅克比迭代法

掌握高斯—赛德尔迭代法

掌握超松弛方法及最优松弛因子

理解共轭梯度法

作业
教材P90-8、P91-11


