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本章研究的问题
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齐次线性方程组

基础解系：若 是方程的解，则
也是方程的解

x0 𝑘𝑥0, 𝑘 ∈ ℝ
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矩阵的行列式
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定义2.1.1

A = −
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j j jn...1 2 =j n1,2,...,

k 排列的逆序数（总个数）

取遍所有的排列求和

A

取遍 每一个数的一个排列

一个排列中，如果一个大数排在小数之前，就成这两个数构成一个逆序

一个排列逆序总数称为这个排列的逆序数，记作 𝝉 2341中有21,31,41，故𝝉 2341 = 3
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对于非齐次线性方程组： 且满足 ，该
方程的解为

A =x b b 0 A det 0)(

=
D

x
D

j

j

其中： A=D det )(

D j为系数矩阵的第 𝑗列用 替

换的新的矩阵的行列式

𝑏

克莱姆法则（Cramer's Rule）
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矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

𝐷𝑗 =

𝑎11 𝑎12 … 𝑏1 … 𝑎𝑛1

𝑎21 𝑎22 … 𝑏2 … 𝑎𝑛2
⋮ ⋮ … ⋮ … ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑏𝑛 … 𝑎𝑛𝑛

第j列
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行列式性质2

− a a aj j nj

k

n
1 ...1 21 2
)(

可以看作从每一行取一列下标不同的排列，也可

以看作从每一列取一行下标不同的排列；且交换s

和t元素，包含了行下标和列下标的同时交换，奇
偶一致变化

由此可得：det 𝐀 = det 𝐀𝑇

矩阵的行列式的重要性质
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推论：对行列式的行操作和列操
作完全等效，行列地位对称！

行列式性质1

由此可得：交换矩阵任意两行，行列式改变正负号

对于任意一个排列 ，交换s和t元
素的位置，其逆序数改变奇偶

j j j j js t n...1 2

det(𝐀) =(−1)𝑘𝑎1𝑗1𝑎2𝑗2 …𝑎𝑛𝑗𝑛 det 𝐀𝑖⇔𝑗 = −det 𝐀⇒
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行列式性质3

矩阵的行列式的重要性质
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由性质1衍生出，若行列式的两行（或列）记作 i

和 j 的元素相等，则行列式为
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矩阵的特征值
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0

交换后的行列式 由性质1得：A i jdet )( A A= −i jdet det )()(

又由于两行元素相等，得： A A=i jdet det )()( 显然： A =det 0)(

行列式性质4

A =det 0)(

Acdet )(

− a a a aj j ij nj

k

i n
1 ...1 21 2
)(

0 *c

那么： 是多少？Acdet )(

若行列式A任意一行（或列）元素全为0，则：

若行列式A任意一行（或列）元素乘上系数𝑐，则新行列
式为的值为：
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行列式性质5

矩阵的行列式的重要性质
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行列式性质6

如果行列式的两行（列）元素成比例，则行列式为0

可以提出比例系数，使得两行元素相等 det 𝐀′ = 𝑐 det 𝐀 = −𝑐 det 𝐀′𝑖⇔𝑗

显然： A A= =det ' det 0)()(

+

= +

+

a a a a a a

a a a a a a

j j nn n j n j

j j n j j

n n n' '

' '

1

11 11 1 1 1

− a a a aj j ij nj

k

i n
1 ...1 21 2
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𝑎𝑖𝑗𝑖
+ 𝑎′𝑖𝑗𝑖

B A BΑ + = +

是否正确？
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行列式性质7

矩阵的行列式的重要性质
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把行列式的某一行（列）的个元素乘一个系数c
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，然后加到另一行
（列）对应的元素上去，行列式的值不变

+

= +

+

a a ca a a ca a

a a ca a a ca a

tnn

n

n ns nt ns nt n

s t s t t
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11 1 1 1 1 1 1
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定义2.1.2

矩阵的行列式的重要性质
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在n阶行列式中，若划去aij元素所在的 i 行和 j 列元素，剩下的元
素不改变顺序构成的n-1阶行列式称为aij的余子式。记作 M i j

A =

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

n n n j nn

i i i j in

j n

j n

det

1 2

1 2

21 22 2 2

11 12 1 1

)(

另记 为aij的代数余子式= −
+

A Mi j i j

i j
1)(
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行列式性质8

矩阵的行列式的重要性质
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行列式等于它任意一行（列）的各元素与其对应

的代数余子式乘积之和

A =

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

n n n j nn

i i i j in

j n

j n

det

1 2

1 2

21 22 2 2

11 12 1 1

)(

+ + +a A a A a Ai i i i in in= ...1 1 2 2

a a a

a a a

a a a

3

1

31 32 3

232

11 12 13

22

举例说明：

a a a

a a a

a a a

3

1

31 32 3

232

11 12 13

22

−
+

1
1 2

)( −
+

1
1 3

)(

推论：某一行的所有元素与另一行相应元素的代数余子式乘积
之和为0！ 𝑎𝑖1𝐴𝑘1 + 𝑎𝑖2𝐴𝑘2+. . . +𝑎𝑖𝑛𝐴𝑘𝑛 = 0, 𝑘 ≠ 𝑖
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定义2.1.3

设 ，若存在同阶方阵B，满足 ，则称A是
可逆的或非奇异的，B是A的逆，记

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 AB BA I= = n

B A= −1

充分必要条件： ，且 ，A* 称为矩阵 A 的伴随矩阵A  0
A

A A=− 11 *

A

 
 
 

=  
 
 

A A A

A A A

A A A

n n nn

n

n

1 2

* 12 22 2

11 21 1

Aij为元素aij的代数余子式

方阵的逆
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克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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方阵的逆
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=     
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n n
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A
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= + +x A b A b A bj j j n j n1 1 2 2
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D
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1 2

21 22 2 2

11 12 1 1

Cramer’s Rule！
回到起点！
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2.1 概论及背景知识回顾

2.2 高斯消去法

2.3 直接三角分解法

2.4 理论问题

2.5 编程实践（穿插在两周中）

内容提纲
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交换两行

某一行乘一个常数

某行乘一个常数加到另一行上

矩阵的初等变换

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

矩阵？

𝑢 റ𝑣𝑇 =

𝑢1
⋮
𝑢𝑛

𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 =

𝑢1𝑣1 ⋯ 𝑢1𝑣𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑢𝑛𝑣1 ⋯ 𝑢𝑛𝑣𝑛

定义2.2.1（教材P31编号1.6.9）

设 ，则矩阵𝑢, റ𝑣 ∈ ℝ𝑛，𝜎 ∈ ℝ，𝜎 ≠ 0

𝐄 𝑢, റ𝑣 ; 𝜎 = 𝐈 − 𝜎𝑢 റ𝑣𝑇

称为实初等矩阵
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𝐄 𝑢, റ𝑣; 𝜎 = 𝐈 − 𝜎𝑢 റ𝑣𝑇

𝐄 𝑢, റ𝑣; 𝜏 = 𝐈 − 𝜏𝑢 റ𝑣𝑇

𝐄 𝑢, റ𝑣; 𝜎 𝐄 𝑢, റ𝑣; 𝜏

= 𝐈 − 𝜎𝑢 റ𝑣𝑇 𝐈 − 𝜏𝑢 റ𝑣𝑇

= 𝐈 − 𝜎𝑢 റ𝑣𝑇 − 𝜏𝑢 റ𝑣𝑇 + 𝜎𝜏 𝑢𝑖 റ𝑣
𝑇𝑢𝑣𝑗 𝑖𝑗

= 𝐈 − 𝜎 + 𝜏 − 𝜎𝜏 റ𝑣𝑇𝑢 𝑢 റ𝑣𝑇

令 𝜎 + 𝜏 − 𝜎𝜏 റ𝑣𝑇𝑢=0 𝜏 =
𝜎

𝜎 റ𝑣𝑇𝑢 − 1

𝐄−1 𝑢, റ𝑣; 𝜎 = 𝐄 𝑢, റ𝑣;
𝜎

𝜎 റ𝑣𝑇𝑢 − 1
则

另外，不加以证明的给出 det 𝐄 𝑢, റ𝑣; 𝜎 = 1 − 𝜎 റ𝑣𝑇𝑢

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

矩阵的初等变换
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初等排列阵：

矩阵的初等变换

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

𝜎 = 1, 𝑢 = റ𝑣 = 𝒆𝑖 − 𝒆𝑗 = 0 ⋯ 1 ⋯ −1 ⋯ 0 𝑇 , 𝑖 ≠ 𝑗
i j

𝐈𝑖𝑗
−1 = 𝐈𝑖𝑗 det 𝐈𝑖𝑗 = −det 𝐈 = −1

𝐈𝑖𝑗𝐀是将矩阵A的i，j行互换，

𝐀𝐈𝑖𝑗 是将矩阵A的i，j列互换

倍乘变换阵：𝜎 = 1 − 𝛼，𝑢 = റ𝑣 = 𝒆𝑖

𝑬 = 𝐼 − 1 − 𝛼 𝒆𝑖𝒆𝑖
𝑇 = 𝐼 −

⋱ 0
1 − 𝛼

0 ⋱
=

1
⋱

𝛼
⋱

1

𝐈𝑖𝑗 =

1

⋱

0 1

⋱

1 0

⋱

1

𝑎𝑗𝑖

𝑎𝑖𝑗
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𝜎 = −𝛼, 𝑢 = 𝒆𝑗 , റ𝑣 = 𝒆𝑖

什么效果？EA

  
 
 
 
 
 
 

a a a

a a a

j j jn

i i in...

1 2

1 2

A

  
 
 
 
 
 
 



1

= + =a a a k nkikjk j

new , 1,2,...,

新矩阵的第j行元素由原矩阵的第i行对应元素乘系数后加上第j行对应元素而来

矩阵的初等变换

j行

i列

1

j列

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

倍加变换阵：

𝐸 = 𝐼 + 𝛼𝒆𝑗𝒆𝑖
𝑇

= 𝐼 +

0
⋱

⋱
𝛼 ⋱

0

=

1
⋱

⋱
𝛼 ⋱

1
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𝜎 = −1, റ𝑣 = 𝒆𝑗 , 𝑢 = 𝒍𝑗 = 0, . . . , 0, 𝑙𝑗+1,𝑗 , . . . , 𝑙𝑛,𝑗
𝑇

L I I

      
   
   

= + = + =   
   
   
   

+ +

l l

l l e l l
j j j j

n j n j

j j j j
T

0 1

0 1

, ,

1, 1,)(

显然，这是一系列的倍加阵

det 𝐋𝑗 = 1

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

矩阵的初等变换

初等单位下三角矩阵

这是一个下三角阵的特例，所以：

𝜎 = −𝛼, 𝑢 = 𝑒𝑗 , റ𝑣 = 𝑒𝑖

倍加阵
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每一个𝑙𝑖𝑗代表了用A的第 i 行乘上𝒍𝒊𝒋加到A的第 j 行𝑳𝑨

到此，除了 尚未定义，我们已经有了其他所有的工具！ABdet )(

矩阵的初等变换

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

单位下三角矩阵

𝑳 = 𝑳1(𝒍1)𝑳2(𝒍2)⋯𝑳𝑛−1(𝒍𝑛−1) =

1

𝑙21 1

⋮ ⋮ ⋱

𝑙𝑛1 𝑙𝑛2 ⋯ 1

𝑳𝑗
−1(𝒍𝑗) =

1

1

−𝑙𝑗+1,𝑗 ⋱

⋮ ⋱

−𝑙𝑛,𝑗 1
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记增广矩阵：

A

 
 
  

=   
 
 

a a a b

b
a a a b

a a a b

nn n nn

n

n

...

...

1 2

2

1

21 22 2

11 12 1 假设 ，第一步消去𝑎11 ≠ 0

𝑙𝑖1 =
𝑎𝑖1
(1)

𝑎11
(1)

, 𝑖 = 2,3, . . . , 𝑛

=l l ln

T
0, ,...,11 12 

L

 −
 
 

=  
− 
 

−

l

l

n 1

1

1

1 1

1

2

A L A
   

=   −b b1

1
(2) (1)

 
 
 
 
 
 

a a b

a a b

a a a b

n nn n

n

n

0

0 ...

... 1

2

(2) (2) (2)

22 2 2

(2) (2) (2)

11 12 1

Gauss顺序消去法

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

𝐀 റ𝑥 = 𝑏
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A

 
 
 
 

   = 
 
 
 
 

a a b

a a b
b

a a a b

a a a a b

nk nn n

k k k

kk kn k

k k k

k

k n

k n

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

22 2 2 2

(2) (2) (2) (2)

11 12 1 1 1

(1) (1) (1) (1) (1)

= = +
a

l i k n
a

k

ik

k

k

ik

k

, 1,...,
( )

( )

L

 − 
 
 
 = −
 
 
 

−

l

l

nk

k ik

1

1

1

直到：A

 
 
  

=   
 
 

a b

b
a a b

a a a b

nn n

n n

n
n

n

( ) ( )

22 2 2
( )

(2) (2) (2)

11 12 1 1

(1) (1) (1) (1)

A L A
   

=   −
+

b bk

k k
1

( 1) ( )

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

Gauss顺序消去法

假定已经完成k-1步消元
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𝑨(𝑛) = 𝑳𝑛−1
−1 𝑳𝑛−2

−1 ...𝑳2
−1𝑳1

−1𝑨(1)

L =−

jdet 11 )(
AB A B=det det det )()()(

A A= ndet det 0( ) (1) )()(

 
 
 
 
 
 

a b

a a b

a a a b

nn n

n n

n

n

( ) ( )

22 2 2

(2) (2) (2)

11 12 1 1

(1) (1) (1) (1)




=  

  −
  


 =


= +

a
x

b a x

a
x

b

ii

ii

j i

i ij j

in
n

nn

nn
n

n

( )

1

( )

( )

( )

)(

回想一下，𝑳 = 𝑳1 𝒍1 𝑳2 𝒍2 . . . 𝑳𝑛−1 𝒍𝑛−1

是否构成逆?

Gauss顺序消去法

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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Gauss顺序消去法

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

A =x b A

  
 

= − 
 −

0 3 2

4 0 1

2 1 2

  −
 

=  
 

b

1

7

1

A

  −
  

−   
 −

b

0 3 2 1

= 4 0 1 7

2 1 2 1

A

  −
  

−   
 −

b

0 3 2 1

= 0 2 3 5

2 1 2 1
(1)

A

  
  

−   
 −

b

0 0 6.5 6.5

= 0 2 3 5

2 1 2 1
(2)

        
    

− =    
    −

x

x

x

6.5 6.5

0 2 3 5

2 1 2 1

3

2

1

=x 13

−
= = −

−
x

x

2
1

5 3
2

3

= =
+ −

x
x x

2
2

1 2
1

3 2

第k步消去除法(n-k)，乘法(n-k)(n-k)，
消除过程乘、除总数



𝑘=1

𝑛−1

𝑛 − 𝑘 𝑛 − 𝑘 + 1 ∼ 𝑛3

这一过程是否
一定可以实现？
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定义2.2.2（教材第30页）

Gauss顺序消去法—实现的条件

A

 
 
 

=  
 
 

a a a

a a a

a a a

n n nn

n

n

...

...

1 2

21 22 2

11 12 1

记矩阵 为A的i阶顺序主子矩阵

 
 
 
 
 
 

a a a

a a a

a a a

i i ii

i

i

...

...

1 2

21 22 2

11 12 1

他们的行列式记作 ，称为A的顺序主子式  n, ,...,1 2

 = a1 11
A =n det )(

=i n1,2,...,

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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定理2.2.1（教材编号）

设 ，若对 ，A的顺序主子式
则每步对应的消去过程的对角元满足：

=k n1,2,...,      k0, 0,..., 01 2

  a a akk

k0, 0,..., 011 22

(1) (2) ( )

归纳法证明：  = = a a 01 11 11

(1)

若对k-1满足，则： Δ1 ≠ 0, Δ2 ≠ 0, . . . , Δ𝑘−1
≠ 0

A L A= −

k

k k( ) ( 1) A A= −k kdet det( ) ( 1) )()(
 = =  − − −

−a a a a ak k k kk k kk

k k k,..., 011 22 1 1 1

(1) (2) ( 1) ( ) ( )

故： akk

k 0( )

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛

Gauss顺序消去法—实现的条件

且有：

待证： 若 Δ𝑘 ≠ 0，则𝑎𝑘𝑘
(𝑘)

≠ 0

𝑎11
(1)

≠ 0, 𝑎22
(2)

≠ 0, . . . , 𝑎𝑘−1𝑘−1
(𝑘−1)

≠ 0

故对k=1满足
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ 添加向量、矩阵基本库
①在NumNet

项目中新建

一个Base文

件夹

②右击该文

件夹，选择

添加现有项，

然后在对话

框中选中网

络学堂下载

的Vector.cs

和Matrix.cs

文件

之后就可以在项目中使用这两个类了
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ Vector类使用指南
// 构造一个空向量
Vector v = new Vector();
// 构造一个有2个元素的零向量
v = new Vector(2);
// 构造2个元素均为1的向量
v = new Vector(2, true);
// 构造一个元素为1，2，3的向量
v = new Vector(1, 2, 3);
v = new Vector(new double[] { 

1, 2, 3 });

// 向量的元素个数
int length = v.Length;
// 对向量元素赋值
v[0] = 10;

// 向量的正负
Vector v2 = +v;
v2 = -v;

// 向量加减乘除
Vector v3 = v + v2;
v3 = v - v2;
v3 = 1.2 * v * 1.2;
v3 = v / 3;

// 执行对应元素的乘法、除法
v3 = v.Multiply(v2);
v3 = v.Divide(v2);

// 向量内积
double dot = v * v2;

// 向量各元素是否均相等
v.Equals(v2);

// 是否零向量
v.IsZero();

// 拷贝向量到一个新对象
v3 = v.Copy();

// 将v的全部内容拷贝到v4，
// 从v4的索引位置1开始
var v4 = new Vector(4);
v.CopyTo(v4, 1);

// 向量拼接
v4 = v.Concat(v2);

// 提取子向量
v4 = v.SubVector(0, 2);
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ Matrix类使用指南

// 构造一个空矩阵
Matrix m = new Matrix();
// 构造一个3行4列的零矩阵
m = new Matrix(3, 4);
// 构造一个3行4列，元素均为1的矩阵
m = new Matrix(3, 4, true);
// 构造一个3行4列自定义矩阵
m = new Matrix(new double[,] { 

{ 1, 2, 3, 4 }, 
{ 5, 6, 7, 8 }, 
{ 9, 10, 11, 12 } });

m = new Matrix(new Vector(1, 2, 3, 4), 
new Vector(5, 6, 7, 8), 
new Vector(9, 10, 11, 12));

// 生成一个4×4的单位矩阵
Matrix m2 = Matrix.Identity(4);

// 矩阵的行、列数
int r = m.RowCount, c = m.ColumnCount;

// 对矩阵的某个元素赋值
m[1, 2] = -1;
// 对矩阵的某行操作
Vector v = m.GetRow(0);
m.SetRow(0, new Vector(4, true));
// 对矩阵的某列操作
v = m.GetColumn(1);
m.SetColumn(1, new Vector(3, true) * 4);

// 矩阵的正负
Matrix m3 = +m;
m3 = -m;

// 矩阵加减乘除
m3 = m + m3;
m3 = m - m3;
m3 = 1.2 * m * 1.2;
m3 = m / 3;
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ Matrix类使用指南
// 执行对应元素的乘法、除法
m3 = m.Multiply(m3);
m3 = m.Divide(m3);

// 矩阵相乘
m3 = m * m2;

// 矩阵乘向量，矩阵在左视为列向量，
// 矩阵在右视为行向量
v = m * new Vector(4, true);
v = new Vector(3, true) * m;

// 矩阵转置
m3 = m.Transpose();

// 矩阵各元素是否均相等
m.Equals(m3);

// 拷贝矩阵到一个新对象
m3 = m.Copy();

// 矩阵横向拼接，被拼接矩阵行数相同
var m4 = m.Concat(m);
// 矩阵纵向拼接，被拼接矩阵列数相同
m4 = m.Concat(m2, true);

// 截取子矩阵
m4 = m4.SubRows(0, 3);
m4 = m4.SubColumns(1, 4);

M行

N列
(0,0)

(M-1,N-1)

注意编程中索

引从0开始，第

k个元素的索引

为(k-1)！！！
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ 实现Gauss消去法

➢ 在NumNet项目中添加一个名为LinearEquations的空文件夹

➢ 在该文件夹中添加网络学堂下载的GaussElimination类文件

➢ 将Program中的Main函数改成如下内容

➢ 运行发现输出结果有误，请补全GaussElimination.Solve方法

public class Program
{

public static void Main(string[] args)
{

GaussElimination.Sample();

Console.ReadKey();
}

}
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ GaussElimination类解读（Sample方法）

public static void Sample()
{

Matrix A = new Matrix(new double[,] {
{ 2, 1, -2 },
{ 4, 0, -1 },
{ 0, 3, 2 }

});

Vector b = new Vector(1, 7, -1);

Vector x = Solve(A, b);
Console.WriteLine("\n偏差Ax-b为");
Console.WriteLine(A * x - b);

}

𝐴 =
2 1 −2
4 0 −1
0 3 2

𝑏 = 1 7 −1 T

调用Solve方法求解 Ax = b

然后计算 Ax – b 的值（理论上为0向量）

 + = −
 − =

 + − =

x x

x x

x x x

3 2 1

4 7

2 2 1

2 3

1 3

1 2 3
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ GaussElimination类解读（Solve方法）
public static Vector Solve(Matrix MatA, Vector VecB)
{

// ……
var Ab = MatA.Concat(new Matrix(VecB).Transpose());

for (int i = 0; i < Ab.RowCount - 1; i++)
{

//此处请同学们根据高斯消去法填补缺失代码

Console.WriteLine("\n第" + (i + 1) + "次消去后：\n" + Ab);
}
// ……

}

构造增广矩阵

将增广矩阵消去成上三角增广矩阵
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ GaussElimination类解读（Solve方法）
public static Vector Solve(Matrix MatA, Vector VecB)
{

// ……
Vector x = new Vector(Ab.RowCount);

Matrix ATri = Ab.SubColumns(0, Ab.ColumnCount - 1);

for (int i = Ab.RowCount - 1; i >= 0; i--)
{

x[i] = (Ab[i, Ab.ColumnCount - 1] - ATri.GetRow(i) * x) / Ab[i, i];
}

return x;    // ……
}

用于存储解向量 x，初始
化为零向量

提取增广矩阵中的上三
角部分（去掉最后一列）

从后往前逐个求解
x 的元素

𝑎11 𝑎12
0 𝑎22

𝑎13 𝑎24
𝑎23 𝑎24

0 0
0 0

𝑎33 𝑎34
0 𝑎44

×

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

=

𝑏1
𝑏2
𝑏3
𝑏4

0 𝑎22 𝑎23 𝑎24 ×

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

= 𝑏2

0 𝑎22 𝑎23 𝑎24 ×

0
0
𝑥3
𝑥4

= 𝑏2 − 𝑎22𝑥2

例：求解𝑥2的过程（𝑥3、𝑥4已求）
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假定已经完成k-1步消元 A

 
 
 
 

   = 
 
 
 
 

a a b

a a b
b

a a a b

a a a a b

nk nn n

k k k

kk kn k

k k k

k

k n

k n

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

22 2 2 2

(2) (2) (2) (2)

11 12 1 1 1

(1) (1) (1) (1) (1)

在其中挑出最大元和akk换行A L I A
   

=   


−
+

b bk s k

k k
1

( 1) ( )

定理2.2.3（教材编号）

设 ，若 ，则存在排列阵P，单位下三角阵L和上

三角矩阵U，满足：

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 A det 0)(

𝐏𝐀 = 𝐋𝐔

U L I L I L I A= −  −  

− − −

n n ...1 1 2 2 1 1

1 1 1 𝐏 = 𝐈⇔𝑛−1. . . 𝐈⇔2𝐈⇔1

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

列主元消去法
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定理2.2.2（教材编号）

设 ，若 ，则存在唯一的单位下三角矩阵L

和上三角矩阵U，满足：

矩阵的三角分解

A   idet 0, 0)(
A LU=

1. 如前所述的高斯消去过程已经证明了存在性

2. 唯一性：反证法，假定不是唯一的，则

A L U L U= =1 1 2 2 L L U U L L U U=− − − −

1 1 2 21 2 1 2

1 1 1 1)()( U U L L=− −

2

1 1

1 21

只能满足 U U I=−

21

1

这称作矩阵的三角分解或者LU分解（或者Doolittle分解）

U还能再分解为一个对角阵和一个单位上三角阵，称为LDU分解

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛
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𝐀 =

1
𝑙21 1
⋮ ⋱
𝑙𝑛1 ⋯ 𝑙𝑛,𝑛−1 1

𝑢11 𝑢12 ⋯ 𝑢1𝑛
𝑢22 ⋯ 𝑢2𝑛

⋱ ⋮
𝑢𝑛𝑛

= 𝐋𝐔

 
 
 
 
 
 

a b

a a b

a a a b

nn n

n n

n

n

( ) ( )

22 2 2

(2) (2) (2)

11 12 1 1

(1) (1) (1) (1)

U

𝐔 =

𝑢11 𝑢12 ⋯ 𝑢1𝑛
𝑢22 ⋯ 𝑢2𝑛

⋱ ⋮
𝑢𝑛𝑛

=

𝑢11
𝑢22

⋱
𝑢𝑛𝑛

1
𝑢12
𝑢11

⋯
𝑢1𝑛
𝑢11

1 ⋯
𝑢2𝑛
𝑢22

⋱ ⋮
1

= 𝐃෩𝐔

U A L L L L A L L L L A= = =− − − −

− − − − − − − −

n n n n

n ... ...1 2 2 1 1 2 2 1

( ) 1 1 1 1 (1) 1 1 1 1

L L L L U LU A= =− −n n...1 2 2 1

矩阵的三角分解

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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学习重点

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

理解克莱姆法则求解非齐次线性方程组

掌握矩阵的行列式的性质和方阵的逆，及手算方法

理解高斯消去法的思想和计算方法

掌握列主元消去法的思想和计算方法

作业
1、教材P37-17、 P62-1

2、教材P64-2（注：不用输出A的条件数）
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概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

2.1 概论及背景知识回顾

2.2 高斯消去法

2.3 直接三角分解法

2.4 理论问题

2.5 编程实践（穿插在两周中）

内容提纲
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对于方程 我们可以对增广矩阵 做高斯消去

得到方程： ，再回代进行求解

高斯消去法有很多变形：改写、改进或用于特殊矩阵

如可以只对矩阵A进行LU分解： 再求解方程

𝐀 റ𝑥 = 𝑏 𝐀 ቚ𝑏

𝐀(𝑛) റ𝑥 = 𝑏(𝑛)

𝐀 = 𝐋𝐔

𝐋𝐔 റ𝑥 = 𝑏

1
𝑙21 1
⋮ ⋱
𝑙𝑛1 ⋯ 𝑙𝑛,𝑛−1 1

𝑢11 𝑢12 ⋯ 𝑢1𝑛
𝑢22 ⋯ 𝑢2𝑛

⋱ ⋮
𝑢𝑛𝑛

റ𝑥 = 𝑏

𝐋1𝐋2. . . 𝐋𝑛−2𝐋𝑛−1𝐔 = 𝐋𝐔 = 𝐀

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

Doolittle分解
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1
𝑙21 1
⋮ ⋱
𝑙𝑛1 ⋯ 𝑙𝑛,𝑛−1 1

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

=

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑛

   
  
  

=  
  
  

− ul l

x b
u ul

u u u

nnn n n

n

n

1

1

1

1 , 1

22 221

11 12 1

1. 先求 𝐋 റ𝑦 = 𝑏

L/U和高斯消去的关系？

= −
=

−

y b l yi ir

r

i r

i

1

1

2. 再求 𝐔 റ𝑥 = റ𝑦


 
 = −
 

= +u
x y u x

ii r i

n

i i ir r

1

1
i是行号，列从1到i-1为止

Doolittle分解

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

𝐋𝐔 റ𝑥 = 𝑏

𝑢11 𝑢12 ⋯ 𝑢1𝑛
𝑢22 ⋯ 𝑢2𝑛

⋱ ⋮
𝑢𝑛𝑛

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

=

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

列从i+1到n为止
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追赶法（Thomas方法）

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
整体刚度矩阵

𝑲 = 600
1 −1 0
−1 3 −2
0 −2 5

求侧向力 റ𝐹下的位移

𝑲 റ𝛿 = റ𝐹

റ𝛿 =？

✓ 一个三层框架结构，已知层间刚度，求侧向力下的位移

𝑘

𝑖𝑛
𝑠2 ≈ 39370 𝑘𝑔 𝑘𝑖𝑗为第 j 个节点的单位位移引起第 i 个节点的外力

整体刚度矩阵的特点：

对称性、稀疏性、带状性

如果单元节点编号合理：

可以确保为正定三对角阵
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对于方程 ，若可以写成
即A为三对角矩阵

A =x d + + = =− +a x b x c x d i ni i i i i i i , 1,2,...,1 1

A

  
 
 
 =
 
 
 

− − −

a b

a b c

a b c

b c

n n

n n n1 1 1

2 2 2

1 1

A LU

      
   
   
   = =
   
   
   

− −

l u

u c

l

l u c

u c

n n

n n

1

1

1

1

1 1

3

2 2 2

1 1

分解过程： =u b1 1
= =

−u
l i n

a

i

i
i , 2,3,...,
1

= − −u b l ci i i i 1

是高斯消去（LU分解）的一个特例，因而只需满足定理2.2.1

第i行乘第i-1列

第i行乘第i列

追赶法（Thomas方法）

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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       =
       
       
       

− − − −

l u x d

u c x d

l

l u c x d

u c x d

n n n n

n n n n

1

1

1

1

1 1 1 1

3

2 2 2 2 2

1 1 1 1

方程求解过程

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

追赶法（Thomas方法）

 = − =

 =

−y d l y i n

y d

i i i i , 2,3,...,

                             

1

1 1


= − =



 =


+
u

x y c x i n

u
x

y

i

n

i i i i

n

n

, 2,3,...,
1

                                    

1 )(

1. 先求L =y d 2. 再求 U =x y
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定义2.3.1（教材编号1.6.10）

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛，n≥ 2，若存在排列阵 ，使得𝐏 ∈ ℝ𝑛×𝑛

0 A
P AP

AΑ

 
 =
 T

22

11 12

则称A为可约矩阵；否则为不可约矩阵方阵

定义2.3.2（教材编号1.6.11）

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ，若 ，称A为严格对角占优矩阵 =
= 

a a i n
j

j

i

ii i

j

n

, 1,2,...,
1,

 =
= 

a a i n
j

j

i

ii i

j

n

, 1,2,...,
1,

若 ，且至少有一个严格不等号，称A为弱对

角占优矩阵

追赶法—另一个充分条件

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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定理2.3.1（教材编号1.6.12）

若A为严格对角占优矩阵或为不可约弱对角占优矩阵，则

 =a n nii 0, 1,2,..., 且A非奇异 A det 0)(

定理2.3.2（教材编号2.3.1）

若三对角阵A满足

  
  +  = −


 

b a

b a c a c i n

b c

i

n n

i i i i

0                                      

, 0, 1,2,..., 1

0                                       1 1

则A非奇异，且追赶过程中

弱对角占优，不可约！
 −   +

   =





b a u b a

u
i n

c

u

i i i i i

i

i

i

0 1                        1,2,...,

0                           

稳定的算法！

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛

追赶法—另一个充分条件

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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对称矩阵
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

Cholesky分解—对称正定矩阵

记作： ，或 = =a a i j nij ji ,     , 1,2,...,A A= T

对称正定矩阵

在对称的基础上，进一步满足

𝐀 റ𝑥, റ𝑥 = റ𝑥𝑇𝐀 റ𝑥 > 0, ∀ റ𝑥 ∈ ℝ𝑛, റ𝑥 ≠ 0

A的全部特征值为正，A的所有顺序主子式大于零

则称A对称正定

若 ，则称A对称非负定或𝐀 റ𝑥, റ𝑥 = റ𝑥𝑇𝐀 റ𝑥 ≥ 0, ∀ റ𝑥 ∈ ℝ𝑛, റ𝑥 ≠ 0

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛

对称半正定
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定理2.3.3（教材编号2.3.2）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

Cholesky分解—对称正定矩阵

Δ𝑖 ≠ 0, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛

𝐀 = 𝐋𝐃𝐋𝑇

A LU=

   
  
  
  
  
  

− ul l

u ul

u u u

nnn n n

n

n

1

1

1

1 , 1

22 221

11 12 1

U DU

   
  
  

= =  
  
  

u

u uu

u u u uu

nn

n

n

1

1

1

2 2222

12 11 1 1111

A LDU= A U DL=T T T A对称，且LU分解是唯一的

L U=T

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 若A对称，且A的顺序主子式 ，则存在

唯一的单位下三角矩阵L和对角矩阵D，使得：

所以：
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定理2.3.4（教材编号2.3.3）

若A对称正定，则存在唯一的对角元素为正的下三角

矩阵L，使得
A LL= T

由上一定理可知：A L DL= T

1 1

L

 
 
 

=  
 
 

−l l

l

n n n 1

1

1

1 , 1

1

21
D

 
 
 

=  
 
 

d

d

d

n

2

1

 diag d d dk k=det , ,..., 01 2 )( )(

=D diag d d dn, ,...,2
2

1

1 )(

A L D D L= T

1
2

1
2

1 1

L L D=
1

1
2

对称正定矩阵的Cholesky分解，也称Cholesky分解定理

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

Cholesky分解—对称正定矩阵

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛
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A

   
  
  

=   
  
  

−

−

ll l l

l

ll l

l l ll

nnn n n nn

n n

n

1 , 1

, 1

2221 22

11 21 111

=l a11 11

只用A的半部分元素

= =
l

l i n
a

ii

i
i , 2,3...,1
1

假定已经计算到j-1列

= +
=

−

a l l
k

kjj jj j

j

1

2 2
1

= −
=

−

l a l kjj

k

jj j

j

1

2
1

j列

i行

j列

 = + = +
= =

− −

a l l l l l l l l
k

ik

k

kj ij jj jk

j j

ij ij jj ik

1 1

1 1


 
 = −
 

=

−

l
l a l l

k

j

j

k

j

j ik

j

ij i

1

1

1

每一行

都乘第一列

第i行

都乘第j列

意味着i=j列只剩下对角元 l jj

首先用j行乘j列计算出 l jj

然后考虑所有i>j行，还是乘 j 列

对称

Cholesky分解—平方根法

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

分解过程

𝑙𝑘𝑗 是未知数



51/81

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第二章

Cholesky分解—平方根法

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

       
      
      

=      
      
      

−

−

l x bl l l

l

l x bl l

l l l x bl

nn n nn n n nn

n n

n

1 , 1

, 1

22 2 221 22

11 21 1 1 111

方程求解过程

第一步 第二步


    = −  
 =

 =


=

−

l
y b l y

i n
l

y
b

i

i

i

k

k

i i ik

1
   , 2,3,...,

                     
11

1

1

1
1


    = −  
 = −

 =


= +l
x y l x

i n
l

x
b

ii

ki k

k i

n

i i

nn

n
n

1
   1,...,1

                     

1
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A L L= −− −n n

T

n 11 1

将 i 阶子阵Ai分块处理 A L L
LLA

   
     = = =
     

− −−

lh lc a

hc

i

i

T

iiiii
TTi i i

iTi

0

0
111

显然：L = =l a l, 11 1

2

1 11 1

A L L= −− −i i

T

i 11 1
L= −c hi 1 = +a h h li iii

T 2

当已知n-1阶时，先求解ℎ, റ𝑐 = 𝐋𝑖−1ℎ，再计算：𝑙𝑖𝑖 = 𝑎𝑖𝑖 − ℎ𝑇ℎ，即

可递推至n阶

Cholesky分解—另一种Cholesky方法

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

若A对称正定，则A的n-1阶顺序主子矩阵也是对称正定

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

的

记：

适合稀疏矩阵、带状矩阵等
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概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

2.1 概论及背景知识回顾

2.2 高斯消去法

2.3 直接三角分解法

2.4 理论问题

2.5 编程实践（穿插在两周中）

内容提纲
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这些特征值的集合称为A的谱，记 ； 为谱半径

矩阵的特征值

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

定义2.4.1（教材第19页）

设 若存在 满足： ，𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛𝑜𝑟ℂ𝑛×𝑛 𝜆 ∈ ℂ, റ𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑜𝑟ℂ𝑛， റ𝑥 ≠ 0 𝐀 റ𝑥 = 𝜆 റ𝑥

 റ𝑥 

I A− =det 0)( 特征方程
特征多项式

n阶多项式，有n个根组成特征值（实或复、可重复） ，  n, ,...,1 2

A )( A
A

=


 
 
max

)(
)(

A =
=

tr a
i

n

nn

1

迹 A =
=

tr
i

n

i

1

A =
=


i

n

idet
1

റ𝑥则称 为矩阵A的特征值， 是矩阵A的特征向量；求 和 的问

题成为矩阵的特征值问题
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方程组 的基础解系所含的最大线性无关解个数，称

为 的几何重数

矩阵的特征值

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

定义2.4.2（教材第20页）：特征值相关的几个定义

设 ，若存在同阶可逆方阵P，使得 ，则P AP B=−1

若A和一个对角矩阵 相似，则称A可以通过相似  diag n, ,...,1 2 )(

若特征方程中有 个重复的根 ，则称 为特征值 的代数重数

设 对应的最大线性无关特征向量的个数为mi，mi应是线性齐次i

I A− = xi 0)(

𝜆𝑖

𝜆𝑖 𝜆𝑖𝑛𝑖 𝑛𝑖

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛𝑜𝑟ℂ𝑛×𝑛

称矩阵A和B相似

变化为对角矩阵，简称A可对角化
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若A有相同的特征值，则A可对角化的充分必要条件是每

一个特征值 的几何重数和代数重数相等

若A有n个不同的特征值 ，即A的特征方程的根都

是单重根，则A可对角化

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

A可对角化的充分必要条件是A有n个线性无关的特征向量

  n, ,...,1 2

i

矩阵的特征值—相关定理（教材P20-P21）

如果A是实对称矩阵，则其特征值都是实数，且可对角化
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概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

以上都不满足，即A有重根特征值，且其几何重数与代数

重数不等的情况下

矩阵的特征值—相关定理（教材P20-P21）

J

P AP J
J

J

 
 
 

= =  
 
 

−

s

1 2

1

Ji  对应特征值 ，= i si , 1,2,...,

J

J
J

J

 
 
 

=  
 
 

im

i

i

i

i

2

1

J

 
 
 

=  
 
 







ik

i

i

i

1

1

Jordan标准型

Jordan子阵

Jordan块

mi为几何重数i

ni（代数重数）阶
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定义2.4.3（教材编号1.6.1）

1. 加法： ，存在唯一元素记作 ，且满足u v V, + u v V

+ = +u v v u + + = + +u v w u v w)()( + =u u0

零元素

+ − =u u 0)(

 u v w V, ,

2. 数乘： ，存在唯一的元素记作 ，且满足  P u V, u V

=u u1 =  u u)()( + = +  u v u v)( + +=   u uu)(

   V Pu v ,, ,

称V为一个数域P上的线性空间

设数域P，非空集合V，在V上定义运算

线性空间

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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定义2.4.4（教材编号1.6.2）

设V是数域P上定义的线性空间，定义 的一个映射，

即V中任意元素对u和v，有P中唯一的一个数记作 与之对应，

且满足

 →V V P

u v, )(

+ = +  u v w u w v w u v w V, , , ,    , ,)()()(

=    u v u v u v V P, , ,    , ,)()(

=  u v v u u v V, , ,    ,)()( 共轭，实数域直接对称

  u u u V, 0,    )( 且 =  =u u u, 0 0)(

则称 为u与v的内积，定义了内积的线性空间成为内积空间u v, )(

=u v, 0)( 正交

内积

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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Cauchy-Schwarz不等式（教材编号1.6.5）

  u v u u v v u v V, , , ,    ,
2

)()()(

Gram矩阵（教材编号1.6.6）

 u u u Vn, ,...,1 2

Gram矩阵非奇异的充

要条件是ui线性无关

G

 
 
 

=  
 
 

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

n n n n

n

n

, , ,

, , ,

, , ,

2

2 2 2 2

2

1

1

1 1 1 1

)()()(

)()()(

)()()(

Gram-Schmidt正交化（教材编号1.6.7）

如上所述的一组线性无关元素，按照如

下计算生成一组正交元素序列vi



 = − =


 =

=

−

v v
v u v i n

v u

v u

k k

i i k

i k

k

i

,
, 2,3,...,

,

                                          

1

1

1 1

)(

)(

内积—相关定理

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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向量的内积
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

റ𝑥, റ𝑦 ∈ ℝ𝑛 റ𝑥, റ𝑦 =

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑦𝑖 = റ𝑦𝑇 റ𝑥

也可以定义带权重的内积 റ𝑥, റ𝑦 𝑤 =

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖

函数的内积

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏

𝑓, 𝑔 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 𝑓, 𝑔 𝜌 = න

𝑎

𝑏

𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

内积—典型内积
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定义2.4.5（教材编号1.6.4）

范数

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

设V是数域P上定义的线性空间，定义 的一个映射，记

作 ，并且满足

𝑉 → ℝ

∙

1. 正定性 ，且

2. 齐次性

3. 三角不等式

  u u V0,    =  =u u0 0

=    u Pu u V,    ,

+  +  u v u v u v V,    ,

则称 ∙ 为V上的范数，定义范数的线性空间为赋范线性空间

റ𝑥 ∈ ℝ𝑛 =
=

x x
i

n

i

1
1 1-范数

=
 

x x
i n

imax
1

∞-范数
റ𝑥 2 = (

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
2)

1
2

2-范数 内积导出的范数

范数—向量范数

= ( റ𝑥, റ𝑥)
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设线性空间V上定义了范数 与 ，若存在常数 ，使

定义2.4.6（教材编号1.6.5）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

∙ 𝛼 ∙ 𝛽 C C, 01 2

   
  

C u u C u u V,     1 2

则称 和 是V上等价的范数

可以证明

റ𝑥 ∈ ℝ𝑛 റ𝑥 ∞ ≤ റ𝑥 2 ≤ 𝑛 റ𝑥 ∞

റ𝑥 2 ≤ റ𝑥 1 ≤ 𝑛 റ𝑥 2

റ𝑥 ∞ ≤ റ𝑥 1 ≤ 𝑛 റ𝑥 ∞

范数—等价的向量范数

∙ 𝛼 ∙ 𝛽

在有限维线性空间上定义的各种范数都是相互等价的
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定义2.4.7（教材编号1.6.6）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

1. 且𝐀 ≥ 0, ∀𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 , A A 0=  =0

2.  𝛼𝐀 = 𝛼 𝐀 , ∀𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝛼 ∈ ℝ

3.  𝐀 + 𝐁 ≤ 𝐀 + 𝐁 , ∀𝐀,𝐁 ∈ ℝ𝑛×𝑛

4.  𝐀𝐁 ≤ 𝐀 𝐁 , ∀𝐀,𝐁 ∈ ℝ𝑛×𝑛

称 为矩阵A的范数A


 
 =
 

= =

A a
i j

F

n n

ij

1 1

2

矩阵A的Frobenius范数，可

以看作n2维向量的2-范数

范数—矩阵范数

ℝ𝑛×𝑛的范数是 的一个映射，即对于 有 满足ℝ𝑛×𝑛 → ℝ ∀𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 A

相容条件
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对于 上给定的向量范数 与 上给定的一种矩阵范数 ，

如果

定义2.4.8（教材编号1.6.7）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

范数—矩阵范数

ℝ𝑛 x ℝ𝑛×𝑛 A

𝐀 റ𝑥 ≤ 𝐀 റ𝑥 , ∀ റ𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛

则称上述向量范数和矩阵范数相容

定义范数后，考虑一个集合𝐷 = റ𝑥ห റ𝑥 = 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛
𝑇 ∈ ℝ𝑛, 𝑥 = 1

∀ റ𝑥 ∈ ℝ𝑛, റ𝑥 ≠ 0,
𝐀റ𝑥

റ𝑥
= 𝐀

റ𝑥

റ𝑥
必有最大值 max

റ𝑥≠0

𝐀 റ𝑥

റ𝑥
= max

റ𝑥 =1
𝐀 റ𝑥

ℝ𝑛

， 是一个关于 റ𝑥的连续函数，所以
在𝐷上必有最大值，即存在 使得 𝐀 റ𝑥0 = max

റ𝑥 =1
𝐀 റ𝑥

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 Ax

𝑥0 ∈ 𝐷,

单位超球面！
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定理2.4.1（教材编号1.6.8）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

范数—矩阵范数

A A
A

= =
 =x

x
x

x x
max max

0 1
是矩阵的一种范数

𝐀 റ𝑥

റ𝑥
≤ 𝐀 满足相容条件

再考虑范数的条件，（1）和（2）是显然的；只证明（3）

𝐀 + 𝐁 റ𝑥 = 𝐀 റ𝑥 + 𝐁 റ𝑥 ≤ 𝐀 റ𝑥 + 𝐁 റ𝑥 ≤ 𝐀 + 𝐁 റ𝑥

𝐀 + 𝐁 = max
𝑥 =1

𝐀 + 𝐁 റ𝑥 ≤ 𝐀 + 𝐁

就上述的最大值，定义
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推论：按照F-范数的定义，2阶以上时 不是从属范数

对 上给定的向量范数 由如上定义给定的一种矩阵范数 ，

定义2.4.9（教材编号1.6.8）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

范数—从属范数

单位阵的任意从属范数都为1，

那么如何定义从属范数 A A A


, ,
1 2

定理2.4.2（教材编号1.6.9）
A =

=
 

aij

j
i n

n

max
1

1

按行绝对和的最大值

A =
=

 
aij

i
j n

n

max
1

11

按列绝对和的最大值

A A A=  T

2 )(

ℝ𝑛 റ𝑥 ， 𝐀

𝐀 𝐹

称为从属于给定向量范数的矩阵范数，或称从属范数(算子范数)

𝐀 = max
റ𝑥 =1

𝐀 റ𝑥
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𝐀 ∞ = max
1≤𝑖≤𝑛



𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗

假定按照行绝对和的最大值在第 k 行取得：𝜇 = max
1≤𝑖≤𝑛



𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 =

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑘𝑗

𝐀 റ𝑥 ∞ = max
1≤𝑖≤𝑛



𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

向量范数

≤ max
1≤𝑖≤𝑛



𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 ≤ റ𝑥 ∞max
1≤𝑖≤𝑛



𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 ≤ 𝜇 റ𝑥 ∞

𝐀 ∞ = max
റ𝑥 ∞=1

𝐀റ𝑥 ∞ ≤ 𝜇

一方面：

另一方面，构造 റ𝑥 0 = 𝑥1
0
, 𝑥2

0
, . . . , 𝑥𝑛

0
𝑇

, 𝑥𝑗
0
= ቊ

1 𝑎𝑘𝑗 ≥ 0

−1 𝑎𝑘𝑗 < 0

显然， റ𝑥 0 = 1 𝐀 ∞ = max
റ𝑥 ∞=1

𝐀റ𝑥 ∞ ≥ 𝐀റ𝑥 0
∞
≥ 

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗
0

=

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑘𝑗 = 𝜇

只能取等号！

范数—从属范数

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

证明一下
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假定 ，且 是其对应的特征向量，

谱半径和范数的关系， ，

定理2.4.3（教材编号1.6.10）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

范数—谱半径与范数

∀𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 A A )(

A A +   , 0)(

A=  )( റ𝑥 ∈ ℝ𝑛 𝐀 റ𝑥 = 𝜆 റ𝑥 ( റ𝑥 ≠ 0 )

则一定存在向量 ，使得 不是 0 矩阵（例如 റ𝑦 = 𝑒1 ）റ𝑦 ∈ ℝ𝑛 റ𝑥 റ𝑦𝑇

𝜌 𝐀 റ𝑥 റ𝑦𝑇 = 𝜆 റ𝑥 റ𝑦𝑇 = 𝜆 റ𝑥 റ𝑦𝑇 = 𝐀റ𝑥 റ𝑦𝑇 ≤ 𝐀 റ𝑥 റ𝑦𝑇

矩阵范数性质2 矩阵范数性质4

证明

至少存在一种从属矩阵范数满足：
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定理2.4.3（教材编号1.6.11）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

范数—矩阵范数

A B 1

B
I B

−
+ 

−

1

11

)(

以上，换成
I-B也成立

若I+B奇异，则存在 ，显然这需要B有一个特
征值为-1

റ𝑥 ≠ 0, 𝐈 + 𝐁 റ𝑥 = 0

根据以上定理， 和前提假设矛盾！B B B   + 1)()(

记 D I B= +
−1

)(

I I B D D BD= = + = +1 )( D B D D B − = −1 )(

终于获得了今天需要的工具！

设 是矩阵的从属范数，矩阵B满足 ，则I+B非奇异，且
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定义2.4.10（教材编号2.4.1）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

A

A A A= −cond 1)(
称为矩阵A的条件数

(1) A A A AA I=  = =− −cond 11 1)(

(2) A A=cond cond )()(

(3)    若A为正交矩阵，则 A =cond 1
2
)(

(4)    若U为正交矩阵，则 A AU UA= =cond cond cond
2 2 2

)()()(

 n,1(5)    设A有按模排列的最大最小特征值 ，则： A 



cond

n

1)(

A对称，等号成立！

矩阵的条件数

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛, det 𝐀 ≠ 0设 ，对于任何一种从属范数 ，记
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定理2.4.4（教材编号2.4.1）
概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛, det 𝐀 ≠ 0

A =x b A A+ + = +  x x b b)()(
A A

A




cond

1

)(

则： A A A

AA

 
−  

 + 
 

− 

  

bx

x cond b

1 1

)(

范数可以是任意一种向
量范数及矩阵从属范数

A A

A




cond

1

)(
A A −  11

A A −  11
A A A I A A+ = + − 1 )(

A A A A
I A A

− −
+  

− −

−
−

 


1 1

1 1
1 1

1
1

)( A A+ 可逆

上一定理

矩阵的条件数

设 ，方程产生微小的扰动满足
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A A+ + +
−

  x x b b=
1

)()( A A A A = + + − + 
−

   x b b x
1

)()(

I A A A A = + − − −
−

  b x1 1
1

)()(

A A A
A A

AA

  −
 + 

 

−

−




 

b
x x x

b

1 1

1

得证！

若 A =  b0, 0

A
 

bx
cond

x b
)(

若 A  = b0, 0

A
A A

A

  + 
 

x
cond

x
1 )()(

无论哪种情况，都可看出 是相对误差得放大倍数！
Acond )( 越大方程越病态！

矩阵的条件数
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矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法
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理论问题

矩阵的特征值
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范数
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编程实践

Acond )(
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概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

矩阵的条件数

定理2.4.5（教材编号2.4.2）

𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛, det 𝐀 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0, 𝐀 റ𝑥 = 𝑏 x

A= −r b x

则
A

A 
−

b bcond x
cond

r x x r1
)(

)( 相对误差的范围

A =x b A = −x b r A− = − −x x r1 A−  − −x x r1

Ab x
A


bx

1
A A

−
−

bx

x x r
1

设 有精确解 𝑥，其近似解 对应

的剩余向量

右侧得证
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2.1 概论及背景知识回顾

2.2 高斯消去法

2.3 直接三角分解法

2.4 理论问题

2.5 编程实践（穿插在两周中）

内容提纲

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ 通过Cholesky（平方根法）求解线性方程组

➢ 在LinearEquations中添加网络学堂下载的Cholesky类文件

➢ 将Program中的Main函数改成如下内容

➢ 运行发现程序报错，请补全Cholesky.Factorize和Cholesky.Solve方法

public class Program
{

public static void Main(string[] args)
{

Cholesky.Sample();

Console.ReadKey();
}

}
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ Cholesky类解读（Sample）

public static void Sample()
{

Matrix A = new Matrix(new double[,] {
{ 1, 1, 1, 1, 1 },
{ 1, 2, 3, 4, 5 },
{ 1, 3, 6, 10, 15 },
{ 1, 4, 10, 20, 35 },
{ 1, 5, 15, 35, 70 }

});

Matrix L = Factorize(A);
Console.WriteLine("L\n" + L + "\n");

Matrix U = L.Transpose();
Console.WriteLine("A-L*LT\n" + (A - L * U) + "\n");
// ……

}

Pascal矩阵，对称正定

调用Factorize方法，
分解得到L矩阵

计算A – L * LT，按照Cholesky方法，
应得到零矩阵
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ 求矩阵的条件数（定义范数）

➢ 在Base中添加网络学堂下载的Norm类文件

➢ Norm类中实现了求向量的1-范数、2-范数、∞-范数

➢ 以及求矩阵的1-范数、∞-范数、Frobenius范数

➢ 矩阵的2-范数涉及矩阵的特征值求解，在之后的章节会进一步实现

public static double One(Vector v);

public static double Two(Vector v);

public static double Infinity(Vector v);

public static double One(Matrix m);

public static double Infinity(Matrix m);

public static double Frobenius(Matrix m);

例如调用

Norm.One(matrix)

得到矩阵的1-范数

cond 𝐴 = 𝐴 ∙ 𝐴−1
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编程实践

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

✓ 求矩阵的条件数

➢ 在LinearEquations中添加网络学堂下载的ConditionNumber类

➢ 以矩阵的1-条件数为例说明

public static double One(Matrix m)
{

Matrix mInv = GaussElimination.Inverse(m);

if (mInv is null)
return double.PositiveInfinity;

return Norm.One(m) * Norm.One(mInv);
}

计算逆矩阵mInv

当矩阵奇异时，mInv为null，
此时直接返回无穷大

其他情况下按定义计算

注：奇异矩阵的条件数为无穷大
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教材P63-9，P64-11

证明教材定理P59-2.4.2左侧不等式

编程题(源自教材P65-5)：生成不同阶数的Hilbert

矩阵，用本次课堂上的程序计算其逆（Inverse），

并计算其逆的1范数，以及1-10阶矩阵的对应的条件

数。选一个阶数的Hilbert矩阵生成一个线性方程组，

用你上周的Gauss消去程序验证其在A或者b有微小扰

动时，解x的特性如何？讨论与条件数是否匹配  + − 
 
 
 

+ 
 
 
 
 

n n n

n

n

1 2 1

1 1 1

2 1

1 1

2
1

1 1

第三次作业

1

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐀

റ𝑟

𝑏
≤

𝑥 − റ𝑥

റ𝑥

Hilbert矩阵
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学习重点

概论

研究问题

矩阵的行列式

克莱姆法则

行列式性质

方阵的逆

高斯消去法

常见矩阵

矩阵的初等变换

顺序消去法

列主元消去法

矩阵的三角分解

直接三角分解法

Doolittle分解

追赶法

Cholesky分解

理论问题

矩阵的特征值

线性空间

内积

范数

条件数

编程实践

理解使用LU（Doolittle）方法求解非齐次线性方程

组，以及与Gauss消元法的关系，和相应变形的关系

掌握Cholesky分解的要求和计算方法

理解线性空间、内积的概念

掌握矩阵的特征值、范数和条件数的概念

理解求解方阵行列式、方阵的逆等相关问题的编程


