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本章研究的问题

以卫星运行轨道为例
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当两个物体质量相差非
常大时，大质量物体可
以近似认为固定在坐标
系原点处，则小质量物
体的运动方程为
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𝑥𝑖为空间三维坐标

单体问题微分方程组
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如果多个物体的质量相当

本章研究的问题

比如三体！
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另外两个物体也有同样的三个方程，一共9个方程！

物体2对物体1

的作用
物体3对物体1

的作用

Jules Henri Poincare

1854.4-1912.7
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本章研究的问题

Based on taichi
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首先讨论微分方程中最简单的形式，一阶常微分方程

的初值问题：令𝑦 = 𝑦 𝑥 ，为𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 上的函数，且

𝑓 𝑥, 𝑦 为xy平面上某一区域D上的连续函数

本章研究的问题

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦  =dy f x y dx, )(

原函数𝐹 𝑥, 𝑦 + 𝐶
有无穷多个

如果𝑦∗ = 𝑦 𝑥 满足以上方程，则称为初值问题的解

① 𝑦∗是否存在且唯一？

②如何求解？

需要𝑓 𝑥, 𝑦 满足一定的条件

𝐹 𝑥, 𝑦 一般不容易得到 数值解法！

左边整理成简单的一阶微分形式

考虑方程

增加一个条件𝑦 𝑥0 = 𝑦0初值问题
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定义9.1.2（教材编号）

背景知识—凸集

设集合𝐷 ⊂ ℝ2，若对任意两点 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 ∈ 𝐷，
均有

− + − +    xx yy D1 , 11 2 1 2 )( )()(

𝜆 ∈ 0,1 则称D为一个凸集

x y,1 1 )(

x y,2 2 )(

x y,1 1 )( x y,2 2 )(

凸集 非凸集
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定义9.1.1（教材编号）

背景知识—Lipschitz条件

−  −  f x y f x y L y y x y x y D, , , , , , 21 2 1 2 1 )()()()(

则称𝑓 𝑥, 𝑦 关于变量y满足Lipschitz条件， L 称为 𝑓的

Lipschitz常数

定理9.1.1（教材编号）

设函数𝑓 𝑥, 𝑦 在凸集𝐷 ⊂ ℝ2上有定义，若存在一个常数L，使得


  



y
x y L x y D

f
, , , )()(

称𝑓 𝑥, 𝑦 关于变量y满足Lipschitz条件，L称为 f 的Lipschitz常数

− = −  − f x f x f x x f x x' '

1 2 1 2 1 2)()()()()(

设函数𝑓 𝑥, 𝑦 在𝐷 ⊂ ℝ2上有定义，如果存在一个常数L，使得
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背景知识—适定

定义9.1.3（教材编号）

若一阶常微分方程初值问题
①存在唯一解𝑦∗ 𝑥
②对于任意𝜀 > 0，存在一个正数使得当 𝜀0 < 𝛿∗，在 𝑥0, 𝑏 上𝛿 𝑥

连续，且𝛿 𝑥 < 𝛿∗时，初值问题ቊ
𝑧′ = 𝑓 𝑥, 𝑧 + 𝛿 𝑥 , 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑏]

𝑧 𝑥0 = 𝑦0 + 𝜀0
存在唯一解𝑧 𝑥 ，且满足 𝑧 𝑥 − 𝑦 𝑥 < 𝜀, 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑏]，则称初值

问题是适定的

适定包含了两层意思：解唯一存在，且对扰动不敏感

（教材定理9.1.2）

𝑓 𝑥, 𝑦 在D上连续，并对变量y满足Lipschitz条件，则初值问题是适定的

=   −   D x y x x b y, ,0  )(
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考虑初值问题

Euler方法—先从几何解释出发

 = =

 =


y x a y

dx
f x y

dy
,  

0 0)(

)(

常微分方程的初值问题

显式单步法
= ++ y y h x y yk k k k+ , , , 11 )(

= −+ y y h x y yk k kk + , , , ,...11 )(

=+ y y h x yk k k+ , ,1 )(

隐式单步法

多步法

将 𝑎, 𝑏 区间分成等间距的n份，
有n+1个节点

这个准确值𝑦 𝑥1 不知道

计算一个近似值 ෤𝑦1
这是准确
值𝑦 𝑥0

= + =x x nh n nn , 0,1,...,0

（ ℎ为步长）也可以不等间距微分方程 差分方程
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Euler方法—显式

①回忆简单的数值微分

+ = + + +y x h y x y x h y h
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1' ''
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②回忆数值积分
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f x y
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y x
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左边矩形公式

 = =

 =


y x a y

dx
f x y

dy
,  

0 0)(

)(

差分方程

从数值积分和数值微分都可以得到同样的递推公式，这个
称为显式Euler方法
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事实上，显式Euler法是如何更新𝑦𝑘+1的？

Euler方法—显式

𝑦𝑘+1 ≈ 𝑦𝑘 + ℎ𝑓 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 , 𝑦0 = 𝑦 𝑥0 , 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛

带回微分方程 ℎ𝑦′ 𝑥𝑘 = ℎ𝑦𝑘
′

下一步将在这个偏离的点出发，
继续沿切线更新

显然这样的递推，会显著的偏
离原曲线𝑦 𝑥

෤𝑦2 = ෤𝑦1 + ℎ𝑦1
′

y1

因而 ෤𝑦1 = 𝑦0 + ℎ𝑦0
′

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践



14/96

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第八章

Euler方法—隐式

 ++ + +y y hf x yk k k k,1 1 1 )( 如何求解？

 =
+ +

dy f x y dx
x

k

y

y x

k

k k

k k

,
1 1

)( −  − =+ + + + + +y y x x f x y hf x yk k k k k k k k, ,1 1 1 1 1 1 )()()(

右矩形公式 隐式方法无法直接求解

隐式Euler方法

显式Euler

令𝑦𝑘已经计算获得，构造𝑦𝑘+1的初始值

= ++ ++y y hf x ykk k k,11 1

1 0 )( )()(
= ++ ++y y hf x ykk k k,11 1

2 1 )( )()(

…… = ++ +

−

+y y hf x ykk k k

s s
,1

1

1 1 )( )()(
不动点迭代！

= ++y y hf x yk k k k,1

0 )(
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以上不动点迭代的收敛性如何？

Euler方法—隐式

𝑦𝑘+1
𝑠+1

− 𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1
𝑠

− 𝑦𝑘 − ℎ𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1

= ℎ 𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1
𝑠

− 𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1 ; 𝑦𝑘+1
𝑠

= 𝑦𝑘 + ℎ𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1
𝑠−1

若𝑓 𝑥, 𝑦 关于变量 𝑦满足Lipschitz条件，上式

 −   −++ + +

− +
Lh y y Lh y ykk

s
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...1 1
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1 1

1 01 )()()()(

因而𝑳𝒉 < 𝟏为该迭代的收敛条件

−  − = −+ +++ + ++ ++ +

−
h f x y f x y Lh y y Lh f x y f x yk k k
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s s
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隐式Euler法是如何更新𝑦𝑘+1的？

Euler方法—隐式

带回微分方程

下一步将在这个偏离的点出
发，继续沿切线更新

从误差的角度隐式Euler法
并没有比显式Euler法好

ℎ𝑦′ 𝑥𝑘+1 = ℎ𝑦𝑘+1
′

෤𝑦2 = ෤𝑦1 + ℎ𝑦2
′

y1

𝑦𝑘+1 ≈ 𝑦𝑘 + ℎ𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1

因而 ෤𝑦1 = 𝑦0 + ℎ𝑦1
′
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梯形方法

从数值积分的角度采用了较差的左矩形或者右矩形公式；

从数值微分的角度，用了最简单的一阶差分公式

显然，可以采用更好的数值积分公式，比如梯形公式

=
dx

f x y
dy

, )(  =
+ +

dy f x y dx
x

k

y

y x

k

k k

k k

,
1 1

)(  −  + 
+ + +y y f x y f x y

h
k kk k k k

2
, ,1 11 )()(

 =


  = + + 


+ + +

y y x

y y f x y f x y
h

k k k k k k

                                             

2
, , 11 1

0 0 )(

)()(
梯形方法

显然这也是一种单步隐式格式

显式和隐式Euler法：
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梯形方法

按照隐式Euler方法同样构造迭代法求解

   = + + 



= +

+ + +

−

+

y y f x y f x y
h

y y hf x y

k kkk k k

s s

k k k k

2
, ,

,                             

11 1

1

1

0

)( )()()(

)( 显式Euler

不动点迭代

𝑦𝑘+1
𝑠+1

− 𝑦𝑘+1 =
ℎ

2
𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1

𝑠
− 𝑓 𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1 ≤

ℎ𝐿

2
𝑦𝑘+1

𝑠
− 𝑦𝑘+1

≤
𝐿ℎ

2

2

𝑦𝑘+1
𝑠−1

− 𝑦𝑘+1

≤ ⋯

≤
𝐿ℎ

2

𝑛+1

𝑦𝑘+1
0

− 𝑦𝑘+1𝒉𝑳

𝟐
< 𝟏

故梯形方法的收敛条件为
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梯形方法—预估-校准

隐式方法比显式方法有更好的数值稳定性，但不动点迭

代增加了计算量……
能否有保持显式的计算格式，又有一定的精度提升？

①显式Euler 预估

②一步梯形公式 校准

 = + + + 
+ +y y f x y f x y hf x y

h
k k k k k k k k

2
, , ,11 )( )()(

这是一个单步显式公式，其实就是梯形方法中的迭代只算第一步
的一个简化版本

也称改进Euler法

以上可以合并成一个求解公式

= ++y y hf x yk kk k ,1 )(

 = + + 
+ + +y y f x y f x y

h
kk k k k k

2
, ,1 11 )()(
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误差分析

回到显式单步法的一般表达形式

෤𝑦𝑘+1 = ෤𝑦𝑘 + 𝜑 ℎ, 𝑥, ෤𝑦𝑘 = ෤𝑦𝑘 + ℎ𝜑 𝑥, ෤𝑦𝑘; ℎ

其中𝜑 𝑥, ෤𝑦𝑘; ℎ 和𝑓 𝑥, 𝑦 有关，称为增量函数

在显式计算的每一步，定义误差𝑒𝑘 = 𝑦 𝑥𝑘 − ෤𝑦𝑘 ，通过计
算过程可知，之前每步的截断误差（暂不考虑舍入误差）
都会影响到本步，因而称整体截断误差

设𝑦 𝑥 是上述初值问题的精确解，则

𝑇𝑘+1 𝑥 = 𝑦 𝑥𝑘+1 − 𝑦 𝑥𝑘 − ℎ𝜑 𝑥𝑘 , 𝑦 𝑥𝑘 ; ℎ

称为显式单步法的局部截断误差

不一样定义9.2.1（教材编号）
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误差分析—Euler方法

考虑显式Euler方法：𝜑 𝑥, 𝑦𝑘; ℎ = ℎ𝑓 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘

假定第k步得到了准确解
𝑇𝑘+1 𝑥 = 𝑦 𝑥𝑘+1 − 𝑦 𝑥𝑘 + ℎ𝑓 𝑥𝑘 , 𝑦 𝑥𝑘

带回微
分方程

𝑦′ 𝑥𝑘

所以：

ℎ𝑦′ 𝑥𝑘 +
ℎ2

2
𝑦′′ 𝜉𝑘

𝑇𝑘+1 𝑥 =
ℎ2

2
𝑦′′ 𝜉𝑘

若𝑦 𝑥 在𝑥0 = 𝑎, 𝑏 上二阶连续可导， 𝑇𝑘+1 𝑥 ≤
1

2
𝑀2ℎ

2

𝑇𝑘+1 𝑥 = 𝑦 𝑥𝑘+1 − 𝑦 𝑥𝑘 − ℎ𝑦′ 𝑥𝑘

其中，𝑀2 = max
𝑥0≤𝑥≤𝑏

𝑦′′ 𝑥
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误差分析—Euler方法

接着讨论显式Euler方法的整体截断误差𝑒𝑘 = 𝑦 𝑥𝑘 − ෤𝑦𝑘

   = − − + − − +   
+ + +e y x y y x y x hf x y x y y x hf x y xk k k k k k k k k k k= , ,1 1 +1 1 +1  )( )()()( )()()()(

 = − + − + 
+T y hf x y y x hf x y xk k k k k k k, ,1  )( )()()(

 = + − + − T y x y h f x y x f x yk k k k k k k, ,+1 )()( )()( )(

−  −f x y x f x y L y x yk k k k k k, , )()()( )(

 + +  + ++ +e T e hL e hL e M hkkkk k
2

1
1

1 2

2

1 )(

且 +T x M hk
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1 2

2)(
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误差分析—Euler方法

𝑒𝑘+1 ≤ 1 + ℎ𝐿 1 + ℎ𝐿 𝑒𝑘−1 +
1

2
𝑀2ℎ

2 +
1

2
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𝑒0 = 𝑦0 − 𝑦 𝑥0 = 0

ℎ为Euler方法使用的步长，故：

𝑛 + 1 ℎ ≤ 𝑏 − 𝑥0，即ℎ ≤
𝑏−𝑥0

𝑛+1
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误差分析—Euler方法

   +     + − = + −   − +
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由此可见， 𝑇𝑛+1比𝑒𝑛+1要高一阶

 
 + =
 

→ n
e

n

n

lim 1
1

设𝑦 𝑥 是上述初值问题的精确解，对显式单步法，若p是满足

= + − − =  +T x y x h y x h x y x h h p

n , ;+1

1 )()( )()()()(

则称单步法具有p阶精度，或者称单步法是p阶方法

定义9.2.2（教材编号）

对比 𝑇𝑘+1 𝑥 ≤
1

2
𝑀2ℎ

2
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误差分析—Euler方法

定义9.2.3（教材编号）

若单步法是p阶方法，将其局部误差写成

显式Euler方法：𝑇𝑛+1 𝑥 =
ℎ2

2
𝑦′′ + Ο ℎ3 是1阶方法

则称𝜑 𝑥𝑛, 𝑦 𝑥𝑛 ℎ𝑝+1为主局部截断误差
或局部截断误差的主项

= + +

+

+T x x y x h hn n n

pp, 2

1

1 )()( )()(

隐式Euler方法：可以类似推出，也是1阶方法

梯形方法：𝑇𝑛+1 = 𝑦 𝑥𝑛+1 − 𝑦 𝑥𝑛 −
ℎ

2
𝑓 𝑥𝑛, 𝑦 𝑥𝑛 + 𝑓 𝑥𝑛+1, 𝑦 𝑥𝑛+1
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误差分析—梯形法

 − − + 

 = − − + 

+ +

+ + + +

y x y x y x y x
h
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梯形法是2阶方法！
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各阶导数是我们推导需要的主要工具！
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误差分析—2个偏微分工具

𝑓 𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝑘 = 𝑓 𝑥, 𝑦 + ℎ
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
𝑓 𝑥, 𝑦

+
1

2!
ℎ
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦

2

𝑓 𝑥, 𝑦 +. . .
1

𝑛!
ℎ
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦

𝑛

𝑓 𝑥, 𝑦 +. . .

工具2

工具1𝑦′ = 𝑓 𝑥, 𝑦

𝑦′′ =
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥, 𝑦 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑓 𝑥, 𝑦

𝑦′′′ =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+ 2𝑓

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑓

𝜕𝑓

𝜕𝑦

2
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𝜕2𝑓

𝜕𝑦2

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践



28/96

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第八章

误差分析—改进Euler法

①显式Euler

 = + + 
+ + +y y f x y f x y

h
kk k k k k

2
, ,1 11 )()(

合并
 = + + + 

+ +y y f x y f x y hf x y
h

k k k k k k k k
2

, , ,11 )( )()(

 
 = − + + + +
 

+ +T y x y x f x y x f x h y x hf x y x
h h

n n n n n n n n n
2 2

, , ,1 1 )( )( )()()( )()()(

Taylor展开 y xn

' )( 同样Taylor展开

= ++y y hf x yk kk k ,1 )(

②一步梯形公式

同样建立第n+1步时的局部截断误差
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误差分析—改进Euler法

 
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误差分析—改进Euler法
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因而改进Euler法也是二阶的！
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小结

①  + = ++y x y x hy x y x hf x yn n n n n n,'

1 )()()()()(

显式Euler方法，1阶

②  + = ++y x y x hy x y x hf x yn n n n n n,+1 +1

'

1 +1 )()()()()(

隐式Euler方法，1阶

  + + 
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2
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梯形方法，2阶
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改进Euler方法，2阶
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内容提纲
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8.1 概论及背景知识

8.2 简单数值方法

8.3 Runge-Kutta法

8.4 单步法的相容性、收敛性和绝对稳定性

8.5 线性多步法

8.6 一阶方程组与高阶微分方程的初值问题

8.7 编程实践（穿插在各小结中）
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能否继续构造高阶分方法？

基本思路—首先考虑构造Taylor展开

= + + + ++y x y x hy x y x y x
h h

n n n n n
2 6
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2
' '' '''
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③

再往下推，导数越来越难表达，而且需要计算大量的偏导数！

2阶导数
的表示

改进Euler方法， 2阶

Euler方法，1阶

3阶
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基本思路：用 f 若干节点上函数值的线性组合来代替 f 的
导数

基本思路

再看改进Euler法
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有偏导数

没有偏导数，只有
f 两个节点上的值

工具2，二元函
数的Taylor展开
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一般表达形式

基本思路

= +
=

+y y h C K
r

n r r

R

n 1
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𝐶𝑟为待定的权因子，R为使用 f 值的个数
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𝐾3 = 𝑓 𝑥𝑛 + 𝑎3ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑏31𝐾1 + ℎ𝑏32𝐾2

……

关键在于确定 这些参数！C a br r rs, ,
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=C 11 就是Euler法！

是不是很简单？

如果取R=1
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显式R-K法—R=2
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考虑𝐾2的Taylor展开
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指定𝑎2为自由参数
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显式R-K法—R=2
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6个方程8个参数，一共有
两个自由参数需要指定

一个常用的
3阶R-K公式
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显式R-K法—R=3
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一共有13个未知数，11个方程，同样需要指定2个自由参
数，推导非常复杂
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经典Runge-Kutta方法

4级4阶
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显式R-K法—R=4（经典R-K方法）
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在上述的计算中

隐式Runge-Kutta法

实际上𝐾𝑟可以有其他组织方法
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R级隐式Runge-Kutta方法
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对角隐式Runge-Kutta方法
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隐式Runge-Kutta法

1级2阶隐式R-K方法
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2级4阶隐式R-K方法
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𝐾1 = 𝑓 𝑥𝑛 + 𝑟ℎ, 𝑦𝑛 + 𝑟ℎ𝐾1
𝐾2 = 𝑓 𝑥𝑛 + 1 − 𝑟 ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ 1 − 2𝑟 𝐾1 + 𝑟ℎ𝐾2

= r
2 6

3
1 1

实用2级3阶隐式对角R-K方法

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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内容提纲

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践

8.1 概论及背景知识

8.2 简单数值方法

8.3 Runge-Kutta法

8.4 单步法的相容性、收敛性和绝对稳定性

8.5 线性多步法

8.6 一阶方程组与高阶微分方程的初值问题

8.7 编程实践（穿插在各小结中）
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编程实践

✓ 单步方法（EulerMethod类）
public static Tuple<Vector, Vector> OneStep(double x0, double y0, double xn, double h,

BinaryFunction core)
{

int n = (int)((xn - x0) / h) + 1;
Vector xs = new Vector(n), ys = new Vector(n);

xs[0] = x0;
ys[0] = y0;

for (int i = 1; i < n; i++)
{

xs[i] = xs[i - 1] + h;
ys[i] = core(xs[i - 1], ys[i - 1]);

}

return new Tuple<Vector, Vector>(xs, ys);
}

用来计算𝑦𝑖 = core 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖−1 ，core中隐含了步长h

待求的n个节点

赋予初始值

从前往后递推𝑥𝑖和𝑦𝑖

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖−1 + ℎ𝜙 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖−1; ℎ
= 𝑔 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖−1; ℎ

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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编程实践

✓ 显式/隐式Euler方法（EulerMethod类）
public static Tuple<Vector, Vector> Explicit(BinaryFunction f, double x0, double y0,

double xn, double h)
{

BinaryFunction core = (x, y) => y + f(x, y) * h;
return OneStep(x0, y0, xn, h, core);

}

public static Tuple<Vector, Vector> Implicit(BinaryFunction f, double x0, double y0,
double xn, double h)

{
BinaryFunction core = (x, y) =>
{

double yInit = y + f(x, y) * h, x1 = x + h;
return FixedPoint.Steffensen(y1 => y + h * f(x1, y1), yInit);

};
return OneStep(x0, y0, xn, h, core);

}

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖−1 + ℎ𝑓 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖−1

显式Euler法

隐式Euler法

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖−1 + ℎ𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

显式Euler法给出迭代初值

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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编程实践

✓ 改进Euler方法与梯形方法（EulerMethod类）
public static Tuple<Vector, Vector> Trapezoid(BinaryFunction f, double x0, double y0,

double xn, double h)
{

BinaryFunction core = (x, y) =>
{

double k0 = f(x, y), x1 = x + h, yInit = y + k0 * h;
return FixedPoint.Steffensen(y1 => y + h / 2 * (k0 + f(x1, y1)), yInit);

};
return OneStep(x0, y0, xn, h, core);

}
public static Tuple<Vector, Vector> Improve(BinaryFunction f, double x0, double y0,

double xn, double h)
{

BinaryFunction core = (x, y) =>
{

double k0 = f(x, y), yInit = y + k0 * h;
return y + h / 2 * (k0 + f(x + h, yInit));

};
return OneStep(x0, y0, xn, h, core);

}

改进Euler法

预估

校正

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖−1 +
ℎ

2
𝑓 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖−1 + 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

梯形方法

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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编程实践

✓ Runge-Kutta方法（ RungeKutta类）
public static Tuple<Vector, Vector> Explicit(BinaryFunction f, double x0, double y0,

double xn, double h, int R = 1)
{

BinaryFunction core;

double half = h / 2;
if (R == 1)

core = (x, y) => y + h * f(x, y);
else if (R == 2)

core = (x, y) => y + h * f(x + half, y + half * f(x, y));

// ……

else
throw new Exception();

return EulerMethod.OneStep(x0, y0, xn, h, core);
}

显式Runge-Kutta方法
𝐾1 = 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

𝐾2 = 𝑓 𝑥𝑖 + 𝑎2ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ𝑏21𝐾1

𝐾3 = 𝑓 𝑥𝑖 + 𝑎3ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑏31𝐾1 + ℎ𝑏32𝐾2

⋯⋯

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ෍

𝑟=1

𝑅

𝑐𝑟𝐾𝑟

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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编程实践

✓ Runge-Kutta方法（ RungeKutta类）
public static Tuple<Vector, Vector> Implicit(BinaryFunction f, double x0, double y0,

double xn, double h, int R = 1)
{

BinaryFunction core;

if (R == 1)
core = (x, y) =>
{

double K1 = FixedPoint.Steffensen(z => f(x + h / 2, y + h / 2 * z), f(x, y));
return y + h * K1;

};

// ……

else
throw new Exception();

return EulerMethod.OneStep(x0, y0, xn, h, core);
}

对角隐式Runge-Kutta方法 𝐾1 = 𝑓 𝑥𝑖 + 𝑎1ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ𝑏11𝐾1

𝐾2 = 𝑓 𝑥𝑖 + 𝑎2ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ𝑏21𝐾1 + ℎ𝑏22𝐾2

𝐾3 = 𝑓 𝑥𝑖 + 𝑎3ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑏31𝐾1 + ℎ𝑏32𝐾2 + ℎ𝑏33𝐾3

⋯⋯

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ෍

𝑟=1

𝑅

𝑐𝑟𝐾𝑟

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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编程实践

✓ 物质扩散问题

左右容器内溶质始终保持均匀分布

𝑑𝑐

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑐𝑎 − 𝑐)

若右侧容器的物质浓度保持不变为𝑐𝑎
左侧容器的物质浓度𝑐(𝑡)满足

𝑑𝑐

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑐𝑥 − 𝑐)

若右侧容器的物质浓度随时间变化为𝑐𝑥(𝑡)

左侧容器的物质浓度𝑐(𝑡)满足

𝑐 𝑡 = 𝑒−𝑘𝑡 𝑐0 − 𝑐𝑎 + 𝑐𝑎

不妨设某情况下𝑘 = 1、𝑐𝑥 𝑡 = 1 + 𝑡、𝑐0 = 1，有

ቐ

𝑑𝑐

𝑑𝑡
= −𝑐 + 𝑡 + 1

𝑐 0 = 1
ቐ

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑦 + 𝑥 + 1

𝑦 0 = 1
𝑦 𝑥 = 𝑒−𝑥 + 𝑥

教材P280

例9.2.1

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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编程实践

✓ 物质扩散问题（EulerMethod.Sample）
public static void Sample()
{

BinaryFunction f = (x, y) => 1 + x - y;
double x0 = 0, y0 = 1, xn = 2, h = 1;
UnaryFunction fAcc = x => x + Math.Exp(-x);

{
// 显式欧拉法
var xy = EulerMethod.Explicit(f, x0, y0, xn, h);
Vector xs = xy.Item1;
Vector ys = xy.Item2;
Console.WriteLine("显式欧拉法");
Console.WriteLine("x：" + xs);
Console.WriteLine("y：" + ys);
Console.WriteLine("误差：" + (ys - xs.Mapping(fAcc)));
Console.WriteLine("最大误差：" + Norm.Infinity(ys - xs.Mapping(fAcc)));

}
}

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 + 𝑥 − 𝑦

𝑦(0) = 1，计算到2，步长取1

𝑦 = 𝑒−𝑥 + 𝑥

调用显式欧拉方法求解

计算误差向量及其无穷范数

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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学习重点

理解微分方程、常微分方程（及其初值问题）的概念

掌握简单数值方法的思路、求解方法和误差分析方法

理解R-K方法的思路

掌握经典R-K方法的计算过程

作业
教材P326-1、4、7、8

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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内容提纲

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践

8.1 概论及背景知识

8.2 简单数值方法

8.3 Runge-Kutta法

8.4 单步法的相容性、收敛性和绝对稳定性

8.5 线性多步法

8.6 一阶方程组与高阶微分方程的初值问题

8.7 编程实践（穿插在各小结中）
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相容性

对于微分方程的初值问题：
 =


=  

y x a

y f x y x x b

                    

, , 0

'

0 )(

)(

显式单步法：
 =


= +
+ 

y x a

y y h x y hn n n n

                      

, ;

0

1

)(

)(

若：𝑦 𝑥 + ℎ − 𝑦 𝑥

ℎ
= 𝜑 𝑥, 𝑦 𝑥 ; ℎ + Ο ℎ𝑝

= +

+

 
h

x y x h y d h
x

x h

p, ;
1 ' )()()( )(

根据积分中值定理

可得： =
→
 x y x h f x y x

h
lim , ; ,

0
)( )()( )(

+=  = +  x y x h y h f hyp p, ; ,' )()( )()()()( )(  + x x h, )(

p阶方法

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践



53/96

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第八章

相容性

定义9.4.1（教材编号）

如果前述显式单步法中增量函数𝜑 𝑥, 𝑦 𝑥 ; ℎ 于ℎ = 0连续，且

则称显式单步法与微分方程是相容的

定理9.4.1（教材编号）

显式单步法相容的充分必要条件为显式单步法的局部截断误差为

𝑂 ℎ𝑝+1 , 𝑝 ≥ 1

即p阶方法，整体截断误差𝑂 ℎ𝑝 , 𝑝 ≥ 1

由此可见：Euler法和改进Euler法都相容
相容是对
方法而言的

𝜑 𝑥, 𝑦; 0 = 𝑓 𝑥, 𝑦

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践
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收敛性

定义9.4.2（教材编号）

对于初值问题，𝑓 𝑥, 𝑦 对y满足Lipschitz条件，如果由显式单步法
得到的解𝑦𝑛 ，对任意𝑥 = 𝑥0 + 𝑛ℎ，有

lim
ℎ→0, 𝑥=𝑥0+𝑛ℎ

𝑦𝑛 = 𝑦 𝑥

那么称显式单步法是收敛的

比如，讨论用显式Euler方法计算该方程的收敛性

收敛除了方法之外，

还要讨论具体的方程

设 = x nh b0,  = + − = − = = − = −− − −y y h y h y h y h
n n

n n n n1 ... 1 101 1 1 )()()()(

 
 = − = − =
 

= +
→ → →

−

n
y h e

xn

x x h

n

n
h h n

x

n

lim lim 1 lim 1
0 0

0

)( 收敛！

 =
  

= −

y
x b

y y

0 1
,0

'

)(
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收敛性

定理9.4.2（教材编号）

对于初值问题，如果显式单步法𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝜑 𝑥𝑛, 𝑦𝑛; ℎ 的局部

截断误差为𝑂 ℎ𝑝+1 , 𝑝 ≥ 1，且增量函数𝜑关于y满足Lipschitz条

件，则显式单步法收敛！

定理9.4.3（教材编号）

用一般性的方法来判断收敛，而不需要每一个函数都讨论

相容 不是f

设增量函数𝜑关于y满足Lipschitz条件，则显式单步法收敛的

充分必要条件为单步法是相容的
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收敛性

定理的证明方式和推导单步法的整体截断误差类似

𝑇𝑛+1 = 𝑦 𝑥𝑛+1 − 𝑦 𝑥𝑛 − ℎ𝜑 = Ο ℎ𝑝+1

𝑒𝑛 = 𝑦 𝑥𝑛 − ෤𝑦𝑛

= 𝑦 𝑥𝑛 − 𝑦 𝑥𝑛−1 + ℎ𝜑 𝑥𝑛−1, 𝑦 𝑥𝑛−1 + 𝑦 𝑥𝑛−1 + ℎ𝜑 𝑥𝑛−1, 𝑦 𝑥𝑛−1 − ෤𝑦𝑛

෤𝑦𝑛−1 + ℎ𝜑 𝑥𝑛−1, ෤𝑦𝑛−1

𝑒𝑛 ≤ 𝑇𝑛 + 𝑒𝑛−1 + ℎ𝐿 𝑒𝑛−1 = 𝐶ℎ𝑝+1 + 1 + ℎ𝐿 𝑒𝑛−1
≤ 𝐶ℎ𝑝+1 + 1 + ℎ𝐿 𝐶ℎ𝑝+1 + 1 + ℎ𝐿 𝑒𝑛−2

= 𝐶ℎ𝑝+1 + 1 + ℎ𝐿 𝐶ℎ𝑝+1 + 1 + ℎ𝐿 2 𝑒𝑛−2 ≤. . . = 𝐶ℎ𝑝+1 ෍

𝑖=0

𝑛−1

1 + ℎ𝐿 𝑖 + 1 + ℎ𝐿 𝑛 𝑒0

𝑒𝑛 ≤ 𝐶ℎ𝑝+1
1 + ℎ𝐿 𝑛 − 1

ℎ𝐿
=
𝐶

𝐿
ℎ𝑝(𝑒𝑛ℎ𝐿 − 1) =

𝐶

𝐿
ℎ𝑝(𝑒𝐿 𝑥−𝑥0 − 1)

Tn

𝑒𝑛−1

≤ 𝐿 𝑒𝑛−1

定理条件p阶方法
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lim
ℎ→0

𝑦𝑛 = 𝑦 𝑥𝑛
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收敛性

对于一般R-K方法： =+

+T Chn

p

1

1

= + + + K CC Kx y h K C R R, ; ...1 1 2 2)( = + + + K CC Kx y h K C R R, ; ...1 1 2 2)(

− = −  −K K f x y f x y L y y, ,1 1 )()(

− = + + − + +  − + −K K f x a h y hb K f x a h y hb K L y y hLb K K, , 22 2 11 12 21 1 2 21 1 )()(

 + −L hLb y y1 21 )(

−  + + −K K L hb L Lhb y y1 2 23 3 31 3 )( ……

−  −
=

  C K Kx y h x y h r r

r

R

r, ; , ;
1

)()(
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绝对稳定性

刚才讨论的相容性和收敛性都没有考虑舍入误差，稳定
性则是研究舍入误差传播的问题

y xn )( yn yn

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝜑 𝑥𝑛, 𝑦𝑛; ℎ ; ෤𝑦𝑛+1 = ෤𝑦𝑛 + ℎ𝜑 𝑥𝑛, ෤𝑦𝑛; ℎ

෤𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛+1
෤𝑦𝑛 − 𝑦𝑛

= 1 + ℎ
𝜕𝜑

𝜕𝑦
𝑥𝑛, 𝜉; ℎ ≤ 1

三个值 代表当前步计算得到存在舍入误差的值

෤𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛+1 = ෤𝑦𝑛 + ℎ𝜑 𝑥𝑛, ෤𝑦𝑛; ℎ − 𝑦𝑛 + ℎ𝜑 𝑥𝑛, 𝑦𝑛; ℎ

= ෤𝑦𝑛 − 𝑦𝑛 + ℎ
𝜕𝜑

𝜕𝑦
𝑥𝑛, 𝜉; ℎ ෤𝑦𝑛 − 𝑦𝑛

若要舍入误差不增长，则
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 −

2𝑥

𝑦

1 + ℎ
𝜕𝜑

𝜕𝑦
= 1 + ℎ + ℎ

2𝑥

𝑦2

在x正方向上无法小于1

回忆
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绝对稳定性—试验方程

稳定性讨论，要考虑增量函数𝜑，即同时包含了方法和 f，

可以简化通过“试验方程”来单独讨论方法本身的稳定性

试验方程： 𝑦′ = 𝜆𝑦, 𝜆 ∈ ℂ, Re 𝜆 < 0

①有稳定的解析解：𝑦 = 𝑐𝑒𝜆𝑥 ②数值解讨论简单

③其他方程可以局部线性化成该方程，如果一个方法连这个方

程都不稳定，那么对更加复杂的方程也难以稳定

෤𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛+1
෤𝑦𝑛 − 𝑦𝑛

= 1 + ℎ
𝜕𝜑

𝜕𝑦
𝑥𝑛, 𝜉; ℎ ≤ 1
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绝对稳定性—显式Euler法

先考虑最简单的显式Euler法

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓 𝑥, 𝑦 = 1 + 𝜆ℎ 𝑦𝑛, ෤𝑦𝑛+1 = 1 + 𝜆ℎ ෤𝑦𝑛

记：𝛿𝑛 = ෤𝑦𝑛 − 𝑦𝑛

则：𝛿𝑛+1 = 1+𝜆ℎ 𝛿𝑛

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝜑 𝑦𝑛; ℎ = 𝐸 𝜆ℎ 𝑦𝑛

实际上，将试验函数带入任何的单步法

误差的增长居然和函数的增长一样!

𝑦′ = 𝜆𝑦

定义9.4.3（教材编号）

如果满足 𝐸 𝜆ℎ < 1，则称单步法是绝对稳定的；在复
平面上𝜆ℎ满足以上条件的区域，称为单步法的绝对稳定
性区域；与实轴的交集称为绝对稳定性区间
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绝对稳定性—绝对稳定性区域

因而，显式Euler法的绝对稳定性区域为 1 + 𝜆ℎ < 1

𝜆ℎ满足在复平面上，以-1为圆心，半径为1的圆内区域

-1-2

绝对稳定性区间为𝜆ℎ ∈ −2,0


= + = + 



−  
= + = +

 −+ +







y

y
h h

y y y y
h x h h

fy y

n n

n

n n

1 1 1

1 , ; 1
1 1

)(

)(

其他函数𝑓局部线性化其实就是在局部检验导数
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜆为测试方程中𝑓的导数（斜率）
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绝对稳定性

= − =
dx y

y y
dy x

, 0 1
2

)(

=
 +

= + = +



y y x

x y
f x x

1 2
, 1 1

2 2
2)(

无论怎么取 ℎ，𝜆ℎ都无法满足要求，舍入误差始终会累积

对于方程

在任何一个局部

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践



63/96

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第八章

绝对稳定性

= − =
dx

y y
dy

, 0 1)(

= −h 0.1

仅需考虑截断误差
考虑截断误差

同时舍入误差也

一直在累积

= − =
dx y

y y
dy x

, 0 1
2

)(
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绝对稳定性—Runge-Kutta法

如果取R=2

=  yK f x yn n n, =1 )(

+== + + = +   yK f x a h y hb K y hb K y hbn n n n n,2 2 21 1 21 1 21 )()()(

𝑦′ = 𝜆𝑦, 𝜆 ∈ ℂ, Re 𝜆 < 0


+ + +


= + + + =  

+     h yhy y hC y hC y h C b y C C C bn n n n n n11 1 2 2 21 1 2 2 21

2 2

)()()(

hE )(

+= + = + +    hE h h h
2 2

1 1 1
1 1

2

1 2 2

)()()(

绝对稳定性区间为  −h 2,0)(

+ + += + 
  

h
h

E h
h h

3
1

2 ! 4!

3 42

)()()(
)(  −h 2.785,0)(

改进Euler法

进一步可以推得经典R-K4
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内容提纲

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践

8.1 概论及背景知识

8.2 简单数值方法

8.3 Runge-Kutta法

8.4 单步法的相容性、收敛性和绝对稳定性

8.5 线性多步法

8.6 一阶方程组与高阶微分方程的初值问题

8.7 编程实践（穿插在各小结中）
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多步法—先看2步法

高阶Runge-Kutta方法可以得到较高的计算精度，但是构
造越来越复杂；还有没有可以提高计算精度的方法呢？

同样将 𝑎, 𝑏 区间分成等间距的n份，有n+1个节点

对于微分方程的初值问题，同样采用数值积分

h 为步长

 =
+ +

dy f x y dx
y x

y x

k k

k k

,
2 2

)(

回忆一下单步法

 =
+ +

dy f x y dx
x

k

y

y x

k

k k

k k

,
1 1

)(
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多步法—先看2步法

 =
+ +

dy f x y dx
y x

y x

k k

k k

,
2 2

)(

−+y x y xk k2 )()(

Simpson公式！   + + 
−

f x dx f x f x f x
b a

a

b

6
4 1 20 )()()(

)(
)(

  + + 
−+

+ + + +f x y x f x y x f x y x
x x

k k

k k

k k k k
6

, 4 , ,
2

1 1 2 2 )( )()( )()( )(
)(

 = + + + 
++ + ++y y f x y f x y f x y

h
k k kk kk k k

3
, 4 , ,2 1 21 2 )()()(

h2

2步法 隐式 线性2步法

=y f a0 )(

y1单步法算

……

线性组合

f 在 𝑥𝑘和𝑥𝑘+2之间还有一个节点𝑥𝑘+1
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多步法—一般表示形式

若要计算至𝑦𝑛+𝑘，k步法要求已知𝑦𝑛+𝑗 , 𝑗 = 0,1, . . . , 𝑘 − 1，
通用的表达形式为

 = =+ + + + +

= =

 y h f f f x y
j

j n j

j

k k

j n j j n j n j n, ,
0 0

)(

习惯上，令𝛼𝑘 = 1，写成递推的格式

初值条件：𝑦0 = 𝑓 𝑎 ，并用单步法递推至：
𝑦𝑗 , 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑘 − 1，𝑘 = 1即退化为单步法

𝑦𝑛+𝑘也在内

 = − ++ +

=

+

=

−

 y y h f
j j

k k

n k j n j j n j

0 0

1

=k 0 显式方法

k 0 隐式方法

对于隐式法，迭
代收敛的条件

h Lk 1

隐式Euler：

梯形法：

hL 1


hL

2
1
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仿照单步法的定义

 

 


−


 = − +
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'
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0 0
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当𝑦𝑛+𝑗 , 𝑗 = 0,1, . . . , 𝑘 − 1都
准确时，计算近似值𝑦𝑛+𝑘

定义9.5.1（教材编号）

若对于微分方程的初值问题采用如上所述的k步法，有

则称线性k步法在xn+k处的局部截断误差

 = −
=

+ + + +

=

 T x y x h f x y x j

j j

k k

n k j n j j n j n,
0 0

)( )()()( 用的都是真实值
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同样，若对于局部截断误差可以写成

= +
+

+

+

+T C h x hn k p n

p p1 2

1 )( )()()(

相应的线性𝑘步法为p阶方法

试着讨论线性2步法的局部截断误差 = + + +−+ +−y y f f f
h

nn nn n
3

41 11 1 

 = − = − − + + 
+ + + − − ++T y x y y x y x y x y x y x

h
n n n n nnn n

3
41

' ' '

1 1 1 1 1 1 )()()()()()(

全都在𝑥𝑛处Taylor展开

局部截断误差的主项
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 
 = + + − + + +
 
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h h h h
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所以，线性2步法的局部截断误差主项为：
1

90
ℎ5𝑦 5 𝑥𝑛

该方法是4阶方法

回忆一下Simpson求积公式的余项： 𝐸2 = −
ℎ5

2880
𝑓 4 𝜉

概论
研究问题
背景知识

简单数值方法
欧拉法
梯形方法
误差分析
小结

R-K法
基本思路
显式R-K法
隐式R-K法

收敛与稳定分析
相容性
收敛性
绝对稳定性

线性多步法
多步法
误差分析
Adams法
待定系数法
预估-校正

方程组与高阶
一阶方程组
高阶微分方程
编程实践



73/96

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第八章

Adams法—显式

构造的核心是如何确定参数𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 ,其中𝑗 = 0,1, . . . , 𝑘, 𝛼𝑘 = 1

− =+ + −

+ −

+

y x y x f x f x dxn

x

k n k

x

n k

n k

,1

1

)( )()()(

之前：用𝑥𝑛+𝑘−2, 𝑥𝑛+𝑘−1, 𝑥𝑛+𝑘构造了Simpson求积
包含当前节点

现在：用𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, . . . , 𝑥𝑛+𝑘−1构造k-1次Lagrange插值多项式

显式方法

假定已计算至𝑥𝑛+𝑘−1，对于𝑥𝑛+𝑘节点，考虑 𝑥𝑛+𝑘−1, 𝑥𝑛+𝑘 区
间内的积分

= + + −− + − + −L x f x y x l x f x y x l xn kk n n n k k, ... ,1 1 10 1 )()( )()()( )()( 
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多步法的一般迭代式：
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不包含𝑦𝑛+𝑘 ，显式法

显式Adams方法，也称Adams-Bashsorth方法

关键点在于计算

 = −
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l x dx j k
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, 0,1,..., 1
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用该插值多项式带入积分
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显式Euler方法！

如果𝑘 > 1，和Newton-Cotes类似的导出方式
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C2同样道理， 𝛽𝑗仅和步数k有关！
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如果𝑘 = 1，即用 yn推 yn+1
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该方法是2阶方法，确实与改进Euler法相近

更加高阶的显式Adams方法系数可以参考教材P303-表9.5
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显式Adams方法用𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, . . . , 𝑥𝑛+𝑘−1构造的插值多项式求

𝑥𝑛+𝑘−1, 𝑥𝑛+𝑘 区间的积分，本质上包含了插值多项式的

外推，求解精度由此会受影响

若直接用𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, . . . , 𝑥𝑛+𝑘−1, 𝑥𝑛+𝑘这k+1个节点构造k阶多项

式：𝐿𝑘 𝑥 = 𝑓 𝑥𝑛, 𝑦 𝑥𝑛 𝑙0 𝑥 +. . . +𝑓 𝑥𝑛+𝑘 , 𝑦 𝑥𝑛+𝑘 𝑙𝑘 𝑥

 + + ++ + − + y x y x h f fnkn k n k n k...1 0 )()(

隐式Adams方法，也称Adams-Moulton方法
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隐式格式
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如果𝑘 = 1，即用𝑦𝑛推𝑦𝑛+1：𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝛽0𝑓𝑛 + ℎ𝛽1𝑓𝑛+1
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就是梯形方法

  −
= = − = =

+

+ +


h h x x h

l dx x x dx h tdt

x

nx n

n

x

x

n n

n n

2

1 1 1 1 1

1

2

0

1 1

2

11 1

)(

= + ++ +y y f f
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2

1 1 2阶，比显式k=1高1阶！

更加高阶的隐式Adams方法系数可以参考教材P304-表9.6

同k值下，均比显式高1阶
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构造高阶Adams方法的时，如同Newton-Cotes求积一样，
如下的积分计算越来越困难

 = −

+ −

+

l x dx j ki

x

x

n k

n k

, 0,1,..., 1

1

)(

此时，我们可以仿照Runge-Kutta法构造过程，用Taylor展
开后，凑系数的方式实现

 

 +

−

= + + + − + 

 
 = − +
 

= =

−

−−+ + +

+ + + +

   

 

y x y x y x h y x y x

T x y x y x h y x

n kk

j

nkn k n n k

n k n k j n j j n j

j

k k

... ...10 1 0

' '

0 0

'
1

)()()()()(

)()()()(

假定k步法的局部截断误差
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待定系数法

若要求4步算法达到4阶，意味着𝑇𝑛+𝑘 = 𝐶5ℎ
5𝑓 5 𝑥𝑛 +. . .

即：𝑐0 = 𝑐1 =. . . = 𝑐4 = 0
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①通用条件 𝛼4 = 1 ②显式条件 𝛽4 = 0
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4步显式Adams方法

若取𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 0，则𝛼0 = −1

Milne方法

10个未知数，5个方程，严重不够！

若取𝛼0 = 𝛼1 = 𝛼2 = 0，则𝛼3 = −1
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待定系数法

② 𝛽0 = 0, 𝛼1 = 0
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隐式格式
Hamming方法

以上所有方法都是4阶方法，且系数
C5的导出完全可以参考Adams方法
中相同的思路！

若要求3步算法达到4阶，意味着𝑇𝑛+𝑘 = 𝐶5ℎ
5𝑓 5 𝑥𝑛 +. . .

即：𝑐0 = 𝑐1 =. . . = 𝑐4 = 0

8个未知数，5个方程，严重不够！

①通用条件 𝛼4 = 1
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①显式Euler：𝑦𝑛+1
0

= 𝑦𝑛 + ℎ𝑓 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 预估

②计算函数值：𝑓𝑛+1
0

= 𝑓 𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1
0

校准③一步梯形公式：𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ

2
𝑓𝑛 + 𝑓𝑛+1

0

预估-校正法

通过待定系数法，我们可以方便的推导各种高阶格式的多
步法，其中显式格式计算简单，但是同步数精度低1阶；

隐式格式精度高，但是需要迭代计算

回忆一下改进Euler法

这一思路也完全可以用于多步法！

有没有折中方案呢？
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预估-校正法

4步显式Adams方法做预估，3步隐式Adams方法做校正

P（预估） = + − + −++ + + +y y f f f f
h

n n n n nn
24

55 59 37 924
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3 3 1 )()(

E（求值） ++ +f f x yn nn= ,4 4

0 0
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h

n n nnn n
24
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E（求值） + + +f f x yn n n= ,4 4 4 )(

查表可知两步的局部截断误差分别为
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近似相等

matlab函数: ode113
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预估-校正法（修正预估-校正格式）

  −  − − = − − + −   
++ ++ + + ++y x y y x y y x y y ynn n nnn n n

19 19
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同理可得：  
−  − − 

+ ++ +y x y y yn n n n
270

19
4 4 4

0

4

)()(

用 𝑦𝑛+4
0

+
251

270
𝑦𝑛+4 − 𝑦𝑛+4

0 代替 𝑦𝑛+4
0

用 𝑦𝑛+4 −
19

270
𝑦𝑛+4 − 𝑦𝑛+4

0 代替 𝑦𝑛+4

都将更加接近真值：𝑦 𝑥𝑛+4

由此可见
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预估-校正法（修正预估-校正格式）

从而导出修正预估-校正格式

P （预估） = + − + −++ + + +y y f f f f
h

n n n n nn
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其他预估-校正格式及多步法的相容性、收敛性、稳定性略
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内容提纲

8.1 概论及背景知识

8.2 简单数值方法

8.3 Runge-Kutta法

8.4 单步法的相容性、收敛性和绝对稳定性

8.5 线性多步法

8.6 一阶方程组与高阶微分方程的初值问题

8.7 编程实践（穿插在各小结中）
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一阶常微分方程组

考虑一阶常微分方程组
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可以将以上方程写成向量形式

以上讨论的数值方法都可以推广
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一阶常微分方程组

梯形方法  = + + 
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高阶微分方程的初值问题

高阶微分方程初值问题：化为一阶方程组的初值问题
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内容提纲
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编程实践

✓ 显式Adams方法（Adams类）
public static Tuple<Vector, Vector> Explicit(BinaryFunction f, Vector X0, Vector Y0,

double xn, double h, int step = 1)
{

// ……
int dex = step;
Action core;
if (step == 1)

core = () => ys[dex] = ys[dex - 1] + h * ks[dex - 1];
else if (step == 2)

core = () => ys[dex] = ys[dex - 1] + h / 2 * (3 * ks[dex - 1] - ks[dex - 2]);
// ……
for (; dex < n; dex++)
{

xs[dex] = xs[dex - 1] + h;
core();
ks[dex] = f(xs[dex], ys[dex]);

}

return new Tuple<Vector, Vector>(xs, ys);
}

𝑘𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

𝑥𝑠 = 𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛
𝑇

𝑦𝑠 = 𝑦0, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛
𝑇

𝒌𝒔 = 𝒌𝟎, 𝒌𝟏, ⋯ , 𝒌𝒏
𝑻

𝒌𝒊 = 𝒇 𝒙𝒊, 𝒚𝒊

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖−1 +
ℎ

2
3𝑘𝑖−1 − 𝑘𝑖−2
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public static Tuple<Vector, Vector> Implicit(BinaryFunction f, Vector X0, Vector Y0,
double xn, double h, int step = 1)

{
// ……
if (step == 1)

core = () => ys[dex] = FixedPoint.Steffensen(
y => ys[dex - 1] + h / 2 * (f(xs[dex], y) + ks[dex - 1]),
ys[dex - 1] + h * ks[dex - 1]);

else if (step == 2)
core = () => ys[dex] = FixedPoint.Steffensen(

y => ys[dex - 1] + h / 12 * (5 * f(xs[dex], y) + 8 * ks[dex - 1] - ks[dex - 2]),
ys[dex - 1] + h * ks[dex - 1]);

else if (step == 3)
core = () => ys[dex] = FixedPoint.Steffensen(

y => ys[dex - 1] + h / 24 * (9 * f(xs[dex], y) + 19 * ks[dex - 1] -
5 * ks[dex - 2] + ks[dex - 3]),
ys[dex - 1] + h * ks[dex - 1]);

// ……
return new Tuple<Vector, Vector>(xs, ys);

}

编程实践

✓ 隐式Adams方法（Adams类）

𝒚𝒊 = 𝑦𝑖−1 +
ℎ

2
𝒌𝒊 + 𝑘𝑖−1 = 𝑦𝑖−1 +

ℎ

2
𝑓 𝑥𝑖 , 𝒚𝒊 + 𝑘𝑖−1
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编程实践

✓ 一阶方程组（ODES类）
public static Tuple<Vector, Vector[]> RungeKutta4(Func<double, Vector, Vector> f, 

double x0, Vector Y0, double xn, double h)
{

// ……

double half = h / 2;
Func<double, Vector, Vector>  core = (x, Y) =>
{

Vector K1 = f(x, Y);
Vector K2 = f(x + half, Y + half * K1);
Vector K3 = f(x + half, Y + half * K2);
Vector K4 = f(x + h, Y + h * K3);
return Y + h / 6 * (K1 + 2 * K2 + 2 * K3 + K4);

};

// ……
return new Tuple<Vector, Vector[]>(xs, Ys);

}

与原来的经典Runge-Kutta方法几乎一样，

区别在于 f 以及 core 的输入和输出

ቊ
𝑌′ = 𝑓 𝑥, 𝑌

𝑌 𝑥0 = 𝑌0

(double, Vector) → Vector

𝑌𝑖+1 = 𝑌𝑖 +
ℎ

6
(𝐾1 + 2𝐾2 + 2𝐾3 + 𝐾4)

𝐾1 = 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑌𝑖

𝐾2 = 𝑓 𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑌𝑖 +

ℎ

2
𝐾1

𝐾3 = 𝑓 𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑌𝑖 +

ℎ

2
𝐾2

𝐾4 = 𝑓 𝑥𝑖 + ℎ, 𝑌𝑖 + ℎ𝐾3
另外也实现了隐式的Trapzoid方法
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学习重点

理解微分方程、常微分方程（及其初值问题）的概念

掌握简单数值方法的思路、求解方法和误差分析方法

理解R-K方法的思路

掌握经典R-K方法的计算过程

理解单步法收敛性和绝对稳定性的分析思路

掌握Adams方法的计算过程

作业
教材P326-10、12
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