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海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第七章
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数值积分问题

研究问题
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本章即主要研究这一类一元
定积分问题的数值计算方法

计算运动轨迹在某段时间
间隔内的弧长
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记一元定积分：𝐼 𝑥 = 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥，如果可以写出𝑓 𝑥 的

原函数𝐹 𝑥 ，则

研究问题

= = = −I x f x dx F x F b F a
a

a

b

b

)()()()()( Newton-Leibniz公式

我们只要通过符号运算（也可以写成计算机程序）写出
原函数即可计算积分，为什么还需要数值积分？

有些函数无法用初等函数表达原函数，如 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥、

sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

在工程上我们往往连𝑓 𝑥 的表达式都没有，只能得到一系列离散
点：𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 → 𝑓 𝑥0 , 𝑓 𝑥1 , . . . , 𝑓 𝑥𝑛

只能数值计算！
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要计算𝐼 𝑥 = 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥，既然𝑓 𝑥 或𝐹 𝑥 不易获得，能

否找到一个𝑓 𝑥 近似𝜑 𝑥

研究问题—思路

使得：𝐼 𝑥 = 𝑎
𝑏
𝜑 𝑥 𝑑𝑥比较容易计算？ 近似？

最简单的方法，直接在 𝑎, 𝑏 区间上采用线性插值，插值
节点：𝑥0 = 𝑎, 𝑥1 = 𝑏

− −
= +

− −

a b b a
L x f a f b

x b x a
1 )()()(  =I f I f L x dx
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回忆一下一次Lagrange插值多项式：
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插值型求积公式—梯形公式
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相当于用这个梯形的面积近
似复杂函数所包含的面积

这种近似的性能如何？
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介值定理

插值型求积公式—梯形公式误差

定积分中值定理

设𝑓 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上连续，且在端点取不同的函数值𝑓 𝑎 = 𝐴, 𝑓 𝑏 = 𝐵对于A和B之

间的任意数C，在开区间 𝑎, 𝑏 内必定存在𝜉使得: 𝑓 𝜉 = 𝐶, 𝑎 < 𝜉 < 𝑏

设𝑓 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上连续，则在闭区间 𝑎, 𝑏 内必定存在𝜉使得: 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑓 𝜉 𝑏 − 𝑎

定理8.1.1（教材编号）
设𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 在 𝑎, 𝑏 上连续，且𝑔 𝑥 在区间内不变号，则存在𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏 ，使得

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑓 𝜉 න

𝑎

𝑏

𝑔 𝑥 𝑑𝑥 积分第一中值定理
可由积分中值定理推广而来
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插值型求积公式—梯形公式误差

定理8.1.2（教材编号）
设𝑓 𝑥 ∈ 𝐶2 𝑎, 𝑏 ，那么梯形求积公式的误差可以表示成下面形式

𝐼 − 𝐼1 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 −
𝑏 − 𝑎

2
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 = −

ℎ3

12
𝑓′′ 𝜉 𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏 , ℎ = 𝑏 − 𝑎

  − − = − = − − 
−

x a x b
E f x L x dx x a x b dx

f x L x

a a

b b

1 1

1

)()(

)()(
)()()()( 非正，保号

= − −


R z z a z b
f

2
1

''

)()(
)(

)(

=
ℎ3

6
得证！

− I f I f f h
12

1 '' 3

1 )()(

硬算或部分积分

− − − −x a x b x b dx
a

a

b

b

2 2

1 12 2

)()()(

所以

𝜉并不好找
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插值型求积公式—Simpson公式
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注意：ℎ = 𝑏 − 𝑎，等间距𝑥1 − 𝑥0 = 𝑥2 − 𝑥1 =
ℎ

2

思路：选取节点𝑥0 = 𝑎, 𝑥1 =
𝑎+𝑏

2
, 𝑥2 = 𝑏，构造插值函数𝐿2
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设𝑓 𝑥 ∈ 𝐶4 𝑎, 𝑏 ，那么Simpson求积公式的误差为

= − = −  E I I f a b
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定理8.1.3（教材编号）
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插值型求积公式—Simpson公式
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插值型求积公式—Simpson公式
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插值型求积公式—一般推广公式

事实上，刚才的两种插值公式都是由Lagrange插值而来，
我们可以直接推广至任意n次Lagrange插值的近似

在积分区间 𝑎, 𝑏 上给定n+1个节点𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 <. . . < 𝑥𝑛 = 𝑏

及相应的函数值，则
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一个值𝐸𝑛 𝑓一系列值𝐴𝑘 , 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛
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在讨论不同的𝐴𝑘构造之前，我们先讨论余项的积分𝐸𝑛 𝑓

代数精度

+
= +

+


n
E f f x dxn n

a

n
b

1 !

1
1

1 )()()(

)(
)(

定义8.1.1（教材编号）

对于插值型求积公式，如果对所有𝑝 ∈ 𝑃𝑚 𝑎, 𝑏 都准确成立，即

𝐸𝑛 𝑝 = 0而存在一个𝑞 ∈ 𝑃𝑚+1 𝑎, 𝑏 ，使得𝐸𝑛 𝑞 ≠ 0，则称

求积公式具有m次代数精度
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代数精度

由𝐸𝑛 𝑓 的定义可以知道，对于任意两个函数𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏

+ = +   E f E f Eg gn n n )()()(

所以，𝑝 ∈ 𝑃𝑚 𝑎, 𝑏 , 𝐸𝑛 𝑝 = 0等价于 𝐸𝑛 𝑥𝑘 = 0, 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑚

𝑞 ∈ 𝑃𝑚+1 𝑎, 𝑏 , 𝐸𝑛 𝑞 ≠ 0等价于 𝐸𝑛 𝑥𝑚+1 ≠ 0

如果𝐸𝑛 𝑥𝑘 = 0, 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑚，则称求积公式至少具有m次代

数精度；再有𝐸𝑛 𝑥𝑚+1 ≠ 0，则称求积公式具有m次代数精度

定义8.1.2（教材编号）
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代数精度

对于梯形公式：𝐸1 𝑓 = −
ℎ3

12
𝑓′′ 𝜉 ，若𝑓 ∈ 𝑃1 𝑎, 𝑏 则𝐸1 𝑓 = 0，

至少具有1次代数精度

再如果𝑓 ∈ 𝑃2 𝑎, 𝑏 ，一般可以满足𝐸1 𝑓 ≠ 0，则梯形公式

确定具有1次代数精度

n次插值多项式求积，至少具有n次代数精度

定理8.1.4（教材编号）

那么Simpson求积公式具有多少代数精度
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N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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内容提纲

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

7.1 概论及背景知识

7.2 Newton-Cotes求积公式和复合求积公式

7.3 Gauss型求积公式

7.4 自适应积分法*

7.5数值微分*

7.6 编程实践（穿插在两周中）
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接下来，讨论𝐴𝑘的构造

Cotes系数

将 𝑎, 𝑏 用n+1个节点等分成n份，记ℎ =
1

𝑛
𝑏 − 𝑎 ，h为步长

主要研究此时的

𝐴𝑘 = න

𝑎

𝑏

𝑙𝑘 𝑥 𝑑𝑥 =
1

ς𝑗=0
𝑗≠𝑘

𝑛 𝑥𝑘 − 𝑥𝑗
න

𝑎

𝑏

ෑ
𝑗=0
𝑗≠𝑘

𝑛

𝑥 − 𝑥𝑗 𝑑𝑥

− +x x x x x xk k k n, ,..., , , ,...,0 1 1 1

 −    −  −   − −kh k h h h h n k h1 ... 2 ... )( )()()()(

k个 h kk ! n-k个 − −−−
h n kn kn k

1 !)()(
− −

−
h k n k

n k n1 ! !)()(

这项有点难

换一下变量𝑥 = 𝑎 + 𝑡ℎ, 𝑡 ∈ 0, 𝑛

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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  − = − − + − − −


=

x x dx h t t t k t k t n hdt

j k
a j

n
nb n

j 1 ... 1 1 ...
00

)()()()()(

Cotes系数

令： 𝐶𝑘
𝑛
=

𝐴𝑘
𝑛

𝑏−𝑎
=

−1 𝑛−𝑘

𝑘! 𝑛−𝑘 !

1

𝑛
0
𝑛
ς𝑗=0
𝑗≠𝑘

𝑛 𝑡 − 𝑗 𝑑𝑡

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ 

𝑘=0

𝑛

𝐴𝑘
𝑛
𝑓 𝑥𝑘 = 𝑏 − 𝑎 

𝑘=0

𝑛

𝐶𝑘
𝑛
𝑓 𝑥𝑘

 
 = =
 

−C C k
n

k n k

n n

2
, 0,1,...,

)()( n为奇数，n+1为偶数，一半(n+1)/2

n为偶数，n+1为奇数，中心(n/2)+1

①系数𝐶𝑘
𝑛 不仅和𝑓 𝑥 无关，和 𝑎, 𝑏 区间也无关，仅仅和阶数n有关

②系数是对称的，即

特点

某些版本此处教材
P232页有误

Cotes求积系数

Newton-Cotes求积公式

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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Cotes系数

系数与若干函数点的加权平均！

梯形公式

Simpson公式

Simpson 3/8公式

Cotes公式

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ 

𝑘=0

𝑛

𝐴𝑘
𝑛
𝑓 𝑥𝑘 = 𝑏 − 𝑎 

𝑘=0

𝑛

𝐶𝑘
𝑛
𝑓 𝑥𝑘

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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定理8.1.5（教材编号）

误差与稳定性

①n为偶数，设𝑓 ∈ 𝐶𝑛+2 𝑎, 𝑏

= + +
 E f C h f a b

n

n n

n , ,3 2 )()()( +
= − −   

n
C dn

n

n
2 !

...
1

1
0

2 )()(
)(

②n为奇数，设𝑓 ∈ 𝐶𝑛+1 𝑎, 𝑏

= + +
 E f C h f a b

n

n n

n , ,2 1 )()()(  − −
+

=    
n

C dnn

n

1 !
...

1
1

0

)()(
)(

Newton-Cotes的求积公式的误差𝐸𝑛 𝑓 分为两种情况

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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n=1，即梯形公式

误差与稳定性

 −
 
 = = − = −
 

     h fdE f h f h f
3 2 12

1
2 2

1 1 1 1 13 2

0 0

1

3 3 32 2 2
1 1

)()()()()()()()(

n=2，即Simpson公式

 −


= = − = −
− −

−    fdE f h f f
b a b a

24 24 2 15 2880

1 4
1 2

0

52

5 4 4 4
2 5 5

2 )()()(
)()()(

)()()()()(

= − E f h f
80

3
3

5 4 )()()(

= − E f h f
945

8
4

7 6 )()()(

3次代数精度

5次代数精度

n=2k+1和2k(k=1,2,..)具有相同次数的代数精度！

注意这里的h

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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刚才的插值区间𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 <. . . < 𝑥𝑛 = 𝑏为闭区间

若选择𝑎 < 𝑥0 < 𝑥1 <. . . < 𝑥𝑛 < 𝑏，则得到开型Newton-Cotes

积分公式

误差与稳定性

考虑等间距h节点𝑎 = 𝑥−1 < 𝑥0 < 𝑥1 <. . . < 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1 = 𝑏

= + = − = +x a h x b h x a k hn k, , +10 )(

 = − +
=

f x dx b a B f x E fk n

a k

k

n
nb

0

)()()()()( −
= =

b a
B l x dx k n

a

k

n
b

k , 0,1,...,
1

)()(

开型Newton-Cotes求积公式

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践



24/80

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第七章

定理8.1.6（教材编号）

误差与稳定性

开型Newton-Cotes的求积公式的误差 ሜ𝐸𝑛 𝑓 分为两种情况

和闭型公式的差别？

可以定义n=0！①n为偶数，设𝑓 ∈ 𝐶𝑛+2 𝑎, 𝑏

ሜ𝐸𝑛 𝑓 = ሜ𝐶𝑛ℎ
𝑛+3𝑓 𝑛+2 𝜉 , 𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏 ሜ𝐶𝑛 =

1

𝑛 + 2 !
න

−1

𝑛+1

𝜇2 𝜇 − 1 . . . 𝜇 − 𝑛 𝑑𝜇

②n为奇数，设𝑓 ∈ 𝐶𝑛+1 𝑎, 𝑏

ሜ𝐸𝑛 𝑓 = ሜ𝐶𝑛ℎ
𝑛+2𝑓 𝑛+1 𝜉 , 𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏 ሜ𝐶𝑛 =

1

𝑛 + 1 !
න

−1

𝑛+1

𝜇 𝜇 − 1 . . . 𝜇 − 𝑛 𝑑𝜇

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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n=0

误差与稳定性

= = =
+

−x a x x b
a b

2
, ,1 0 1

 
 =
 +

l f
a b

2
0


 
  −
 +

f x dx b a f
a b

a

b

2
)()( 意义？

+a b

2

 
 
 +

f
a b

2

中点公式或中矩形公式

= =
−

 E du h f h f
2 3

1 1

1

0

2 23

1

2 3 )()()()(

也具有1次代数精度！

用矩形面积近似！

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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误差与稳定性

对于闭型求积公式

 = − +
=

f x dx b a C f x E fk n

a k

k

n
nb

0

)()()()()(

讨论特殊情况𝑓 𝑥 ≡ 1，显然任何次求积公式都在理论上

可以获得精确值

 =
=

C
k

n
n

k
1

0

)(

 = − =f x dx b a E fn

a

b

, 0)()(

假定计算𝑓 𝑥𝑘 时存在误差，得到的是近似值 ሚ𝑓 𝑥𝑘

𝜀 = max
0≤𝑘≤𝑛

ሚ𝑓 𝑥𝑘 − 𝑓 𝑥𝑘 
= =

C f x C f xkk k

k k

k

n n
n n

0 0

)()()()( 记

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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𝑘=0

𝑛

𝐶𝑘
𝑛 ሚ𝑓 𝑥𝑘 −

𝑘=0

𝑛

𝐶𝑘
𝑛
𝑓 𝑥𝑘 = 

𝑘=0

𝑛

𝐶𝑘
𝑛 ሚ𝑓 𝑥𝑘 − 𝑓 𝑥𝑘

当𝐶𝑘
𝑛
> 0, 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛时， σ𝑘=0

𝑛 𝐶𝑘
𝑛

= σ𝑘=0
𝑛 𝐶𝑘

𝑛
= 1

算法稳定！

但是观察 n=8 时的Cotes系数，有正有负

 − 
= =

C f x C f x
k

k k

k

k k

n n
n n

0 0

)()()()(

误差与稳定性

≤ 

𝑘=0

𝑛

𝐶𝑘
𝑛 ሚ𝑓 𝑥𝑘 − 𝑓 𝑥𝑘 ≤ 𝜀

𝑘=0

𝑛

𝐶𝑘
𝑛



𝑘=0

𝑛

𝐴𝑘 → ∞,𝑛 → ∞

算法不稳定！

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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复合求积公式

由以上分析可知随着次数的增加，理论的代数精度会提
升；但是过高阶的求积也会面临数值稳定性问题

分段低次插值 分段低次求积

将区间 𝑎, 𝑏 分为n等份，𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘ℎ, ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
, 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛，

在每一个子区间 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘

用梯形公式 න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 

𝑘=1

𝑛

න

𝑥𝑘−1

𝑥𝑘

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
ℎ

2


𝑘=1

𝑛

𝑓 𝑥𝑘−1 + 𝑓 𝑥𝑘 + ෨𝐸𝑛 𝑓

如何解决？

复合求积方法!

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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复合求积公式—梯形公式

对于每一个子区间 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 ，可以直接由梯形公式的分析

获得误差−
ℎ3

12
𝑓′′ 𝜉𝑘 , 𝜉𝑘 ∈ 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘

min
1≤𝑘≤𝑛

𝑓′′ 𝜉𝑘 ≤
1

𝑛


𝑘=1

𝑛

𝑓′′ 𝜉𝑘 ≤ max
1≤𝑘≤𝑛

𝑓′′ 𝜉𝑘

min
𝑥∈ 𝑎,𝑏

𝑓′′ 𝑥 ≤
1

𝑛


𝑘=1

𝑛

𝑓′′ 𝜉𝑘 ≤ max
𝑥∈ 𝑎,𝑏

𝑓′′ 𝑥

  
 
   = + = + + 
 

−

= =

f x T f f x f x f a f x f b
h h

k

n k k k

a k

n nb

2 2
21

1 1

)()()()()()()(

所以 ෨𝐸𝑛 𝑓 = −
ℎ3

12
σ𝑘=1
𝑛 𝑓′′ 𝜉𝑘 = −

𝑏−𝑎

12
ℎ2

1

𝑛
σ𝑘=1
𝑛 𝑓′′ 𝜉𝑘

两个端点用一次，所有中间点用两次

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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复合求积公式—梯形公式

根据介值定理，一定存在一个𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏 ，使得

𝑓′′ 𝜉 =
1

𝑛


𝑘=1

𝑛

𝑓′′ 𝜉𝑘 ෨𝐸𝑛 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎

12
ℎ2𝑓′′ 𝜉

当ℎ → 0, 𝑛 → ∞时， ෨𝐸𝑛 𝑓 → 0

lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 𝑓 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

为了更加精确的计算，还可以在 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 之间增加𝑥
𝑘−

1

2

使用梯形公式计算

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践



31/80

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第七章

复合求积公式—Simpson公式

若将区间 𝑎, 𝑏 分为n等份，𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘ℎ, ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
, 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛

在每一个子区间 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 用Simpson公式

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 

𝑘=1

𝑛

න

𝑥𝑘−1

𝑥𝑘

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
ℎ

6


𝑘=1

𝑛

𝑓 𝑥𝑘−1 + 4𝑓(𝑥
𝑘−

1
2
) + 𝑓 𝑥𝑘 + ෨𝐸𝑛 𝑓

𝑥
𝑘−

1
2
=
1

2
𝑥𝑘−1 + 𝑥𝑘

𝑆𝑛 𝑓 =
ℎ

6
𝑓 𝑎 + 4𝑓(𝑥

𝑘−
1
2
) + 2

𝑘=1

𝑛

𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓 𝑏

෨𝐸𝑛 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎

2880
ℎ4𝑓 4 𝜉

同样可以得到：

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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梯形求积公式： 𝑇𝑛 𝑓 =
ℎ

2
σ𝑘=1
𝑛 𝑓 𝑥𝑘−1 + 𝑓 𝑥𝑘

Romberg求积公式—外推

当区间确定，𝑇是𝑓的函数，也是𝑛或者ℎ的函数ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛

因而也可以直接记：𝑇 ℎ

− = = −
−

I f T h E f h f
b a

n
12

2 '' )()()()(

可以进一步证明，E也可以写成h的函数

= + + +  + +E h a h a h O h f C a bm m... , ,2 4

2 4 2 2 2 2 )()( E和h的平方同阶

= + − + − +       f f f f
2

...
1

0 0 0 0 0

2' '' )()()()()()(
对这个导两次

后续会剩下 𝜉 − 𝜉0 , 𝜉 − 𝜉0
2, . . .这些项

可以认为与ℎ, ℎ2, . . .同阶，其中奇数阶
取出一个h与b-a合并成系数，加到偶数
阶即可

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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如果h减少一半

       
       − = = + + +
        +I f T E a a O h

h h h h m

2 2 2 2
...2 4

2 2

2 4

)()(

− = = + + + +I f T h E h a h a h O h m...2 4

2 4 2 2 )()()()(

消去该项

= + +

       
        − − − = − − 

       

+b h O h

I f T I f T h I f T T h
h h

m...

2 3 2
4 3 4

1

4

4 2 2 )(

)()()()()(

和h的4次方同阶

Romberg求积公式—外推

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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𝑆𝑛 ℎ =
ℎ

6
𝑓 𝑎 + 4

𝑘=1

𝑛

𝑓(𝑥
𝑘−

1
2
) + 2

𝑘=1

𝑛

𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓 𝑏

𝑇 ℎ =
ℎ

2
𝑓 𝑎 + 2

𝑘=1

𝑛

𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓 𝑏

𝑇
ℎ

2
=
ℎ

4
𝑓 𝑎 + 2

𝑘=1

𝑛

𝑓(𝑥
𝑘−

1
2
) + 2

𝑘=1

𝑛

𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓 𝑏

       
        − − − = − − = + + 

        +I f T I f T h I f T T h b h O h
h h m

2 3 2
4 3 4 ...

1
4

4 2 2 )()()()()()(

Romberg求积公式—外推

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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从复合梯形递推至复合Simpson，那么再往下呢？

−xk 1 xk
−

x
k

2

1

−
x

k
4

1
−

x
k

4

3

h
h h h

j2 4 2
, , ,..., ,...

1阶，2阶，4阶，…， 阶，…j2

Richardson外推算法

记𝑇 ℎ, 𝑘 − 1 为步长h外推了k-1步𝐼 = 𝑇 ℎ, 𝑘 − 1 + 𝑎1ℎ
2𝑘 , . . .

𝐼 = 𝑇
ℎ

2
, 𝑘 − 1 + 𝑎1

ℎ

2

2𝑘

, . . .

−
=  

 − − −
 

T h k

T k T h k
h

k

k

4 1
,

2
4 , 1 , 1)(

)( 教材定理8.3.1 消去该项

Romberg求积公式—外推

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践



36/80

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第七章

取ℎ =
𝑏−𝑎

2𝑗
，此时可以用𝑗代替ℎ：𝑇 𝑗, 𝑘

Romberg求积公式

 
 =
 −

T T
b a

2
0,0

0)(

 
 =
 −

T T
b a

2
1,0

1)(

 
 =
 −

T T
b a

2
2,0

2)(

 
 =
 −

T T
b a

2
3,0

3)(

T 1,1)(

T 2,1)(

T 3,1)(

T 2,2)(

T 3,2)( T 3,3)(

Romberg求积公式 可证收敛性 lim
𝑗→∞

𝑇 𝑗, 𝑗 = න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

一般肯定达不到精度

比较是否
收敛

比较是否
收敛

比较是否
收敛

只需计算原始的各
步长复合梯形公式
（或复合Simpson），
余下的都是外推！
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（1） ℎ =
𝑏 − 𝑎

20
, 𝑇 0,0 =

ℎ

2
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏

（2）将区间半分

𝑇 1,1 =
4𝑇 1,0 − 𝑇 0,0

3

（3） 𝑇 𝑗, 𝑗 − 𝑇 𝑗 − 1, 𝑗 − 1 > 𝜀时，𝑗 + 1 → 𝑗

𝑇 𝑗, 0 = 𝑇
𝑏−𝑎

2𝑗
=
ℎ

2
𝑓 𝑎 + 2σ𝑘=1

2𝑗−1𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓 𝑏

𝑇 𝑗, 𝑘 =
4𝑘𝑇 𝑗, 𝑘 − 1 − 𝑇 𝑗 − 1, 𝑘 − 1

4𝑘 − 1 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑗

Romberg求积公式—步骤（复合梯形为例）

𝑇 1,0 = 𝑇(
𝑏−𝑎

2
)=

ℎ

2
𝑓 𝑎 + 2𝑓

𝑎+𝑏

2
+ 𝑓 𝑏

程序计算很方便，手算也不难！

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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public static double Integral(UnaryFunction f, double low, double up, int degree = 1)
{

if (degree == 0)
return (up - low) * f(low);

else if (degree == 1)
return (up - low) * (f(low) + f(up)) / 2;

else if (degree == 2)
return (up - low) * (f(low) + 

4 * f((low + up) / 2) + f(up)) / 6;

else if (degree == 3)

// ……

else
throw new Exception("次数超过7时，Newton-Cotes求积公式不稳定，不宜采用!");

}

编程实践

✓ Newton-Cotes公式（NewtonCotes类）
插值多项式次数

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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public static double Trapezoid(UnaryFunction f, double low, double up)
{

return Integral(f, low, up, 1);
}

编程实践

✓ Newton-Cotes公式（NewtonCotes类）

public static double Simpson(UnaryFunction f, double low, double up)
{

return Integral(f, low, up, 2);
}

public static double Boole(UnaryFunction f, double low, double up)
{

return Integral(f, low, up, 4);
}

梯形公式

Simpson公式

Boole公式或Cotes公式

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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编程实践

✓ 复合求积公式（CompositeIntegral类）
public static double Trapezoid(UnaryFunction f, double low, double up, int n = 1000)
{

double h = (up - low) / n;

double x = low, ans = 0;

for (int i = 1; i < n; i++)
{

x += h;
ans += f(x);

}

ans += f(low) / 2 + f(up) / 2;

ans *= h;

return ans;
}

将积分区间均匀

划分成n个子区间

子区间长度

𝑇𝑛 𝑓 =
ℎ

2
𝑓 𝑎 + 2

𝑘=1

𝑛−1

𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓 𝑏

= ℎ 

𝑘=1

𝑛−1

𝑓 𝑥𝑘 +
𝑓 𝑎

2
+
𝑓 𝑏

2

中间项

边界项

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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编程实践

✓ 复合求积公式（CompositeIntegral类）
public static double Simpson(UnaryFunction f, double low, double up, int n = 1000)
{

double h = (up - low) / n;

double half = h / 2;

double x = low, ans = 0;

for (int i = 1; i < n; i++)
{

x += h;
ans += 2 * f(x - half);
ans += f(x);

}

ans += 2 * f(up - half) + f(low) / 2 + f(up) / 2;
ans *= h / 3;
return ans;

}

𝑆𝑛 𝑓 =
ℎ

6
𝑓 𝑎 + 4

𝑘=1

𝑛

𝑓 𝑥𝑘−0.5 + 2

𝑘=1

𝑛−1

𝑓 𝑥𝑘 + 𝑓 𝑏

=
ℎ

3



𝑘=1

𝑛−1

2𝑓 𝑥𝑘−0.5 + 𝑓 𝑥𝑘

+2𝑓 𝑥𝑛−0.5 +
𝑓 𝑎

2
+
𝑓 𝑏

2

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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编程实践

✓ Romberg求积公式（Romberg类）
public static double Integral(UnaryFunction f, double low, double up,

double limit = 1e-10, int maxCount = 15)
{

// ……
while (error > limit)
{

n *= 2;
oldTs = Ts;
Ts = new Vector(count + 1);
Ts[0] = CompositeIntegral.Trapezoid(f, low, up, n);
for (int i = 1; i <= count; i++)
{

double beta = Math.Pow(4, i);
Ts[i] = (beta * Ts[i - 1] - oldTs[i - 1]) / (beta - 1);

}
error = Math.Abs(Ts[count] - oldTs[count - 1]);

}
return Ts[count];

}

𝑇 𝑗, 0 = 𝑇(
𝑏 − 𝑎

2𝑗
) = 𝑇(

𝑏 − 𝑎

𝑛
)

𝑇 𝑗, 𝑘 =
4𝑘 ∙ 𝑇 𝑗, 𝑘 − 1 − 𝑇 𝑗 − 1, 𝑘 − 1

4𝑘 − 1

𝑇 𝑗, 𝑗 − 𝑇 𝑗 − 1, 𝑗 − 1

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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编程实践

✓ 求积方法对比（Romberg类）
public static void Sample()
{

double w = 1;
UnaryFunction f = x => Math.Cos(w * x);
UnaryFunction If = x => 1 / w * Math.Sin(w * x);
double low = 0, up = 2;
double I = If(up) - If(low);
Console.WriteLine("准确值：" + I + "\n");
int degree = 1;
double I1 = NewtonCotes.Integral(f, low, up, degree);
Console.WriteLine(degree + "次Newton-Cotes：" + I1);
Console.WriteLine("误差：" + (I1 - I) + "\n");
int n = 1;
double I2 = CompositeIntegral.Trapezoid(f, low, up, n);
Console.WriteLine(n + "段复合求积：" + I2);
Console.WriteLine("误差：" + (I2 - I) + "\n");
double I3 = Romberg.Integral(f, low, up);
Console.WriteLine("Romberg：" + I3);
Console.WriteLine("误差：" + (I3 - I) + "\n");

}

待积函数与原函数

𝑓 𝑥 = cos(𝜔𝑥) 𝐼 𝑥 =
1

𝜔
sin(𝜔𝑥)

积分上下界以及准确值

Newton-Cotes求积

复合梯形求积

Romberg求积

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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学习重点

理解插值型求积公式的概念

掌握代数精度的概念和分析方法

理解复合求积公式的思路和计算过程

掌握复合求积公式的误差分析

理解Romberg求积公式的方法

作业
教材P273-1、P273-2、P274-6、P274-7

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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内容提纲

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

7.1 概论及背景知识

7.2 Newton-Cotes求积公式和复合求积公式

7.3 Gauss型求积公式

7.4 自适应积分法*

7.5数值微分*

7.6 编程实践（穿插在两周中）
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对于插值型求积公式：

Gauss求积公式—再看代数精度

   = −
= =

f x dx A f x b a C f xk k

a k k

k k

n n
n nb

0 0

)()()()()()(

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 <. . . < 𝑥𝑛 = 𝑏为等距离节点，此时

①因为是n次多项式，所以至少具有n次代数精度

②实际上，对于Lagrange插值型求积公式

插值型求积公式的代数精度是否还能提高？

n为偶数次时，具有n+1次代数精度（比如Simpson公式）

n为奇数时，具有n次代数精度（比如梯形公式）

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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例8.5.1（教材编号）

Gauss求积公式—再看代数精度

对如下求积公式，试着理论分析，确定
𝐴0, 𝑥0, 𝐴1, 𝑥1使得其代数精度尽可能高

  +
−

f x dx A f x A f x1 1

1

1

0 0 )()()( 令𝑓 𝑥 = 1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3. . .都准确










 + = =




+ = =


 + = =


 + = =


−

−

−

−

A x A x x dx

A x A x x dx

A x A x xdx

A A dx

0

3

2

0   

2           

1

0 1

3 3 3

1

1

0 1

0 1

0 1

2

1

2 2

1

1

1

1

1

0 0 1

0 1

= − =x x
3 3

,
3 3

0 1
== AA 10 1


   
    − +
   

−

f x dx f f
3 3

3 3

1

1

)(

非等距的两点得到了比梯
形公式更加高的代数精度！

什么是代数精度？
概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践



48/80

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第七章

讨论加权式的积分： 𝑎
𝑏
𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ σ𝑘=0

𝑛 𝐴𝑘
𝑛
𝑓 𝑥𝑘

Gauss型求积公式

其中：𝜌 𝑥 为 𝑎, 𝑏 上的权函数 不再限制等间距！

显然根据之前的讨论可知：

+
= +

+
  

n
fE f x dxx

a

b

n n

n

1 !

1
1

1 )()()()(
)(

)(

如果需要提高代数精度，则意味着对于𝑓 ∈ 𝑃𝑚 𝑎, 𝑏 ,𝑚 > 𝑛

能得到𝐸𝑛 𝑓 = 0

根据内积的定义，𝑓 𝑛+1 构成的
m-(n+1)阶多项式和𝜔𝑛+1 𝑥 正交！

也不一定是闭区间！

还能取多少次？

至少具有n次代数精度！

=  dxx lA x
a

b

k k )()(

𝑎 ≤ 𝑥0 < 𝑥1 <. . . < 𝑥𝑛 ≤ 𝑏为插值节点

余项：

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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Gauss型求积公式

记𝑓 𝑛+1 构成的多项式为𝑝 𝑥 ，我们先猜测𝑝 ∈ 𝑃𝑛 𝑎, 𝑏 ，
即𝑓 ∈ 𝑃2𝑛+1 𝑎, 𝑏 代数精度为2n+1

𝜑𝑛+1, 𝑝 = න

𝑎

𝑏

𝜌 𝑥 𝜑𝑛+1 𝑥 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 0

根据正交多项式性质3，𝜑𝑛+1 𝑥 在开区间 𝑎, 𝑏 上有n+1个
不同的零点

根据正交多项式性质2，对任意𝑝 ∈ 𝑃𝑛 ，只要找到一个n+1

阶正交多项式𝜑𝑛+1 𝑥

一定得到满足

想一想𝜔𝑛+1 𝑥

𝜑𝑛+1 𝑥 = 𝑎𝑛+1𝑥
𝑛+1 + 𝑎𝑛𝑥

𝑛. . . = 𝑎𝑛+1 𝑥 − 𝑡0 𝑥 − 𝑡1 . . . 𝑥 − 𝑡𝑛

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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Gauss型求积公式

结论：只要𝜔𝑛+1 𝑥 中的节点𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛和正交多项式

𝜑𝑛+1 𝑥 的零点𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛一致

 = =
+

+ +   
a

x p x dx x p x dxx x
a a

b b

n

n n 0
1

1

1 1 )()()()()()(

插值型求积公式具有2n+1次代数精度

定理8.5.1（教材编号）

如上插值型求积公式具有2n+1次代数精度的充分必要

条件是求积公式的节点是求积区间上，权函数为𝜌 𝑥

的n+1次正交多项式的零点

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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Gauss型求积公式

 = =+ +

=

  x g xx x dx A g x n k

a k

nb

n k k 01

0

1 )()()()()(
准确相等，
不带余项！

①必要性 如果插值求积具有2n+1次代数精度，令𝜔𝑛+1 𝑥 =

𝑥 − 𝑥0 𝑥 − 𝑥1 . . . 𝑥 − 𝑥𝑛 ，对任意𝑔 𝑥 ∈ 𝑃𝑛，有

②充分性

= + + x xx rq r P f x q n

n, , 1 )()()()(

  = ++   x x r dxxx f x dx x q x d xn

a a a

b b b

1 )()()()()()()(

 = =
= =

A r x A f xk k

k k

k k

n n

0 0

)()(

𝑓 ∈ 𝑃2𝑛+1即求积公式具有2n+1代数精度

如果𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛是区间上带权的正交多项式零点，则

准确相等，
不带余项！

证明

2n+1次多项式

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

正交多项式零点 2n+1次代数精度
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定义8.5.1（教材编号）

Gauss型求积公式—Gauss点

若n+1个节点的插值求积公式具有最高2n+1的代数精度，则称这

种求积为Gauss型求积公式，节点𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛称为Gauss点

设 𝑎, 𝑏 区间上的任意相异节点𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ，令

2n+2次多项式

න

𝑎

𝑏

𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≠ 

𝑘=0

𝑛

𝐴𝑘𝑓 𝑥𝑘

无法提高到2n+2次代数精度了！

𝑓 𝑥 = 𝜔𝑛+1
2 𝑥 = 𝑥 − 𝑥0

2 𝑥 − 𝑥1
2. . . 𝑥 − 𝑥𝑛

2

显然𝑎
𝑏
𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 > 0，且σ𝑘=0

𝑛 𝐴𝑘𝑓 𝑥𝑘 = 0

有没有更好的代数精度？

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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定理8.5.2（教材编号）

Gauss型求积公式—余项

设𝑓 ∈ 𝐶2𝑛+2 𝑎, 𝑏 ，那么Gauss型求积公式的余项表达式为

+
= +

+
   

n
E f bf x x dx an

a

n
b

n
2 !

,
2

1
,

2

1

2 2 )()()()(

)(
)(

根据Hermite插值公式
因为Lagrange插值不够用了，我们
的另外一个插值工具：考虑导数！

= = =++H x f x H x f x i ninn i i i, , 0,1,...,12 1 2

' ' )()()()(

= + +x xf x H x f x x x x x xn n n n, , , ,..., , ,2 +1 0 0 1 1 1

2 )()()(

用重节点Newton均差构建余项

证明

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践



54/80

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第七章

Gauss型求积公式—余项

  = ++ +   xx f x dx x H x dx x x dxf x x x x x xn

a

n n

a

n

a

b b b

, , , ,..., , ,2 1 0 0 1 1 1

2 )()()()()()(

  = =
= =

+ + A H A f xx xx H x d k

a

k k

k k

n nb

n k n2 1 2 1

0 0

)()()()(

2n+1代数精度 插值条件

连续

= +  x x dxE f f x x x x x xn n

a

b

n n, , , ,..., , ,0 0 1 1 1

2 )()()(

+
= 

+

+  
n

f a bx x dx
a

n
b

n
2 2 !

, ,
1

1

22 2 )()()()(

)(
得证!

利用积分中值定理

上上节课

 − −
= − −

−

x a x b
E x a x b dx

f x L x

a

b

1

1

)()(

)()(
)()(

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

差分性质3
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稳定性与收敛性—稳定性

Newton-Cotes求积公式中，高阶的求积系数会出现负值，
那Gauss求积公式如何？

定理8.5.3（教材编号）

Gauss型求积公式的求积系数𝐴𝑘 , 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛皆为正

证明


 −    = = 

− 


= x x

f x l x
x x

k

k

j

j k
jj

n
2

2

0

)()(

2n次多项式 2n+1次多项式

假定带权的n+1次正交多项式𝜑𝑛+1 𝑥 在区间内的n+1个
𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛零点

构造

哪里来的思路？

回忆Hermite插值多项式的构造，
令𝛼𝑖 𝑥 = 𝑎𝑖𝑥 + 𝑏𝑖 𝑙𝑖

2 𝑥

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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稳定性与收敛性—稳定性

𝑓 ∈ 𝑃2𝑛 න

𝑎

𝑏

𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

𝑖=0

𝑛

𝐴𝑖𝑓 𝑥𝑖 求积公式准确成立！

𝑓 𝑥𝑖 =ෑ
𝑗=0
𝑗≠𝑘

𝑛
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

𝑥𝑘 − 𝑥𝑗

2

= ቊ
1, 𝑖 = 𝑘
0, 𝑖 ≠ 𝑘

𝐴𝑘 = න

𝑎

𝑏

𝜌 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න

𝑎

𝑏

𝜌 𝑥 𝑙𝑘 𝑥 2𝑑𝑥 > 0 得证！

𝐴𝑘 = න

𝑎

𝑏

𝜌 𝑥 𝑙𝑘 𝑥 2𝑑𝑥, 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛

根据插值基函数基本特点

在上面证明中，隐含了对𝐴𝑘新的表达，且k是任取的，即

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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稳定性与收敛性—稳定性

记： 𝑄𝑛 𝑓 = σ𝑘=0
𝑛 𝐴𝑘𝑓 𝑥𝑘

定理8.5.4（教材编号）

设 ሚ𝑓 𝑥𝑘 为𝑓 𝑥𝑘 , 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛的近似值，则有

−  −
 

f xQ f Q f f x x dx
a

n n k k
k n

b

max
0

)()()()()(

证明

  

 

 = −  −  − 

− = −

= = =
 

= =

A f x f x A f x f x f x f x A

Q f Q f A f x A f x

k k k k k k k k k

k k k
k n

n n n

k k

n n

n n k k k k

max
0 0 0

0

0 0

)()()()()()(

)()()()(

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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稳定性与收敛性—收敛性

 
=

 x f x dx A f xk

a l

k

nb

0

)()()(

取𝑓 𝑥 ≡ 1，积分公式准确成立𝑎
𝑏
𝜌 𝑥 𝑑𝑥 = σ𝑙=0

𝑛 𝐴𝑘

−  − = −
=

   
 xQ f Q f f x f x A f x f x dx

ak
n

k k k k
k

n n k
k n

n b

max max
0

0 0
)()()()()()()(
得证！

设𝑓 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏 ，令𝑄𝑛 𝑓 = σ𝑘=0
𝑛 𝐴𝑘

𝑛
𝑓 𝑥𝑘

𝑛 ，则有

随着次数n的增加，Gauss型求积公式收敛！

=→
 x f x dxQ f

a
n

n

b

lim )()()(

定理8.5.5（教材编号）

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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Gauss-Legendre求积公式

刚才例题中，采用正交化，也可以采用Legendre多项式
直接表达，只差一个首项系数！

设区间 𝑎, 𝑏 = −1,1 ，权函数𝜌 𝑥 ≡ 1，则相应的正交多
项式为Legendre多项式

𝑃1 =
1

2

𝑑

𝑑𝑥
𝑥2 − 1 = 𝑥, 𝑃2 𝑥 =

1

2
3𝑥2 − 1 ,𝑃3 𝑥 = ⋯

求𝑃𝑛+1的根𝑥𝑘及相应的𝐴𝑘 , 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛，1−
1
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈ σ𝑘=0

𝑛 𝐴𝑘𝑓 𝑥𝑘

𝑃0 𝑥 = 1, 𝑃𝑛 𝑥 =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑥2 − 1

𝑛
, 𝑛 = 1,2, . . .

𝑛 + 1 𝑃𝑛+1 𝑥 = 2𝑛 + 1 𝑥𝑃𝑛 𝑥 − 𝑛𝑃𝑛−1 𝑥

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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Gauss-Legendre求积公式

如果区间不是 𝑎, 𝑏 = −1,1 怎么办？

𝑥 𝑡 = −1 = 𝑎, 𝑥 𝑡 = 1 = 𝑏

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
𝑏 − 𝑎

2
න

−1

1

𝑓
𝑎 + 𝑏

2
+
𝑏 − 𝑎

2
𝑡 𝑑𝑡

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈
𝑏 − 𝑎

2


𝑘=0

𝑛

𝐴𝑘𝑓
𝑎 + 𝑏

2
+
𝑏 − 𝑎

2
𝑡𝑘

令任意区间 𝑎, 𝑏

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

𝑥 =
𝑎 + 𝑏

2
+
𝑏 − 𝑎

2
𝑡, 𝑡 ∈ −1,1
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Gauss-Chebyshev求积公式

同样可以用Chebyshev多项式构造

𝐴𝑘 =
𝜋

𝑛 + 1
, 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛

𝐸𝑛 𝑓 =
𝜋

22𝑛+1 2𝑛 + 2 !
𝑓 2𝑛+2 𝜉

虽然是个多项式，其实又是一个三角函数!

零点： 𝑛+1 cos−1 𝑥 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

设区间 𝑎, 𝑏 = −1,1 ，权函数𝜌 𝑥 =
1

1−𝑥2
，则相应的正交

多项式为Chebyshev多项式：
𝑇𝑛+1 𝑥 = cos 𝑛+1 cos−1 𝑥

无需递推，也无需查表

权函数怎么办？
概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

𝑥𝑘 = cos
2𝑘 + 1

2 𝑛 + 1
𝜋 , 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛

න

−1

1
𝑓 𝑥

1 − 𝑥2
𝑑𝑥 ≈

𝜋

𝑛 + 1


𝑘=0

𝑛

𝑓 𝑥𝑘
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Gauss-Chebyshev求积公式

考虑变量代换以后  
 
 = +
 − + −

−

f x dx f t dt
b a a b b a

a

b

2 2 2
1

1

)(

 
−    +

   − +  − +
   − + − − + −

− =



t n
t f t dt t f t

b a a b b a b a a b b a

k

k k

n

12 2 2 2 1 2 2
1 1

1

2

2

1 0

2

1

xk

另外还有Gauss-Laguerre、Gauss-Hermite型式的求积公式，积

分限可以取至 0,+∞ 或者 −∞,+∞ ，不再赘述

 +
 = =

+ 


n
t k n

k
k

2 1
cos , 0,1,...,

2 1

)(

构造符合Chebyshev多项式的的权函数

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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内容提纲

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

7.1 概论及背景知识

7.2 Newton-Cotes求积公式和复合求积公式

7.3 Gauss型求积公式

7.4 自适应积分法*

7.5 数值微分*

7.6 编程实践（穿插在两周中）
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自适应积分法

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

被积函数可能变化不同，采用均匀划分不够经济

变步长的复合梯形（复合Simpson） 自适应积分思路

对积分区间[a,b]进行
某种积分(如梯形)

结果满足
误差限?

给定区间[a,b]

和误差限ε

返回结果

返回两个子区
间的积分之和

是

否

区间[a,(a+b)/2]

和误差限ε/2

区间[(a+b)/2,b]

和误差限ε/2

真实积分未知，
如何判断结果
满足误差限？
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自适应积分法

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

Simpson求积公式的误差

自适应Simpson积分

𝑒1 = 𝐼 𝑓 − 𝐼1 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎 5

2880
𝑓(4)(𝜉)

2等分复合Simpson求积公式的误差

𝑒2 = 𝐼 𝑓 − 𝐼2 𝑓 = −
𝑏 − 𝑎

2880
ℎ4𝑓 4 𝜂 = −

1

16
×

𝑏 − 𝑎 5

2880
𝑓 4 𝜂

假定𝑓(4)(𝜉) ≈ 𝑓 4 𝜂 𝑒1 ≈ 16𝑒2 𝑒2 ≈
𝑒1 − 𝑒2
15

=
𝐼2 − 𝐼1
15

可以用两积分之差表示！某种积分 → 2等分复合Simpson积分

𝐼2 − 𝐼1 < 15𝜀时，可认为 𝑒2 < 𝜀，偏保守取条件 𝐼2 − 𝐼1 < 10𝜀

注意𝐼1为Simpson求积结果，仅用于估计误差
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内容提纲

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

7.1 概论及背景知识

7.2 Newton-Cotes求积公式和复合求积公式

7.3 Gauss型求积公式

7.4 自适应积分法*

7.5 数值微分*

7.6 编程实践（穿插在两周中）
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Taylor展开构造数值微分

如果要计算𝑓 𝑥 在𝑥0的导数，可以令一个充分小的步长ℎ

Taylor展开

+ = + + +f x h f x f x h f h
2

1' ''

0 0 0

2)()()()( 𝑓′ 𝑥0 ≈
𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓 𝑥0

ℎ

向前差分公式截断误差 − +f h
2

1 '' )(

− = − + −f x h f x f x h f h
2

1' ''

0 0 0

2)()()()( 𝑓′ 𝑥0 ≈
𝑓 𝑥0 − 𝑓 𝑥0 − ℎ

ℎ

向后差分公式截断误差
−f h

2

1 '' )(

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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Taylor展开构造数值微分

Taylor展开

𝑓 𝑥0 + ℎ = 𝑓 𝑥0 + 𝑓′ 𝑥0 ℎ +
1

2
𝑓′′ 𝑥0 ℎ2 +

1

6
𝑓′′′ 𝜉+ ℎ3

𝑓 𝑥0 − ℎ = 𝑓 𝑥0 − 𝑓′ 𝑥0 ℎ +
1

2
𝑓′′ 𝑥0 ℎ2 −

1

6
𝑓′′′ 𝜉− ℎ3

𝑓′ 𝑥0 ≈
𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓 𝑥0 − ℎ

2ℎ

也称中点方法，是前两种方法的算术平均

截断误差：
1

6
𝑓′′′ 𝜉 ℎ2

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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插值型求导公式与外推算法

如果可以找到一个插值多项式𝑓 𝑥 ≈ 𝑃 𝑥 ，则

𝑓′ 𝑥 ≈ 𝑃′ 𝑥 = 

𝑘=0

𝑛

𝑓 𝑥𝑘 𝑙𝑘
′ 𝑥 插值型求导公式

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

𝑓′ 𝑥 ≈ 𝑃2
′ 𝑥 =

1

2ℎ
−𝑓 𝑥 − ℎ + 𝑓 𝑥 + ℎ −

ℎ2

6
𝑓′′′(𝜉)

𝑓′ 𝑥 ≈ 𝑃4
′ 𝑥 ≈

1

12ℎ
𝑓 𝑥 − 2ℎ − 8𝑓 𝑥 − ℎ + 8𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓(𝑥 + 2ℎ)

三点公式

实用五点公式
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插值型求导公式与外推算法

另一方面，如果𝑓′ 𝑥 ≈ 𝐺 ℎ =
𝑓 𝑥0+ℎ −𝑓 𝑥0−ℎ

2ℎ

𝑓′ 𝑥 − 𝐺 ℎ
= 𝑎1ℎ

2 + 𝑎2ℎ
4+. . .

𝐺0 ℎ = 𝐺 ℎ

𝐺𝑘 ℎ =
4𝑘𝐺𝑘−1

ℎ
2

− 𝐺𝑘−1 ℎ

4𝑘 − 1

数值微分的Richardson外推

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

示例：外推法计算𝑓 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥在𝑥 = 2处的导数值，取ℎ = 0.2

𝐺 ℎ =
𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓 𝑥0 − ℎ

2ℎ
=

1

2ℎ
2 + ℎ 𝑒2+ℎ − (2 − ℎ)𝑒2−ℎ
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插值型求导公式与外推算法

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

示例：外推法计算𝑓 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥在𝑥 = 2处的导数值，取ℎ = 0.2

𝐺 ℎ =
𝑓 𝑥0 + ℎ − 𝑓 𝑥0 − ℎ

2ℎ
=

1

2ℎ
2 + ℎ 𝑒2+ℎ − (2 − ℎ)𝑒2−ℎ

𝐺 ℎ =22.414160

𝐺
ℎ

2
=22.228786

𝐺
ℎ

4
=22.182564

𝐺1 ℎ =22.166995

𝐺1
ℎ

2
=22.167157 𝐺2 ℎ =22.167168

准确值𝑓′ 2.0 = 22.167168，𝐺
ℎ

4
仅有3位有效数字，𝐺2 ℎ 有8位
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内容提纲

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

7.1 概论及背景知识

7.2 Newton-Cotes求积公式和复合求积公式

7.3 Gauss型求积公式

7.4 自适应积分法*

7.5 数值微分*

7.6 编程实践（穿插在两周中）
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public static double Integral(UnaryFunction f, double low, double up, int degree = 1)
{

Vector xs, ks;

if (degree == 0)
{

xs = new Vector(0.0);
ks = new Vector(2.0);

}
else if (degree == 1)
{

xs = new Vector(-0.5773502692, 0.5773502692);
ks = new Vector(1, 1);

}
// ……

double scale = (up - low) / 2;
return xs.Mapping(x => f((x + 1) * scale + low)) * ks * scale;

}

编程实践

✓ Gauss-Legendre公式（ GaussLegendre类）
代码与Newton-Cotes公式类似

高斯点位置

每个点对应的求积系数

区间变换

𝑏 − 𝑎

2
𝑓

𝑏 − 𝑎

2
𝑥𝑘 + 1 + 𝑎 ∙ 𝐴𝑘

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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编程实践

✓ 自适应积分法（AdaptiveIntegral类）

S(0,1)

S(0,0.5) S(0.5,1)

S(0,0.25) S(0.25,0.5) S(0.5,0.75) S(0.75,1)

S(0,0.125) S(0.125,0.25) S(0.25,0.375) S(0.375,0.5)

𝑆 0.5, 0.75 + 𝑆 0.75, 1 − 𝑆 0.5, 1

若能够满足误差限要求（< 10𝜀 Τ1 2），

则返回𝑆 0.5, 1 + 𝑆 1, 1.5 作为[0.5,1]

区间的积分结果

相当于构造一棵二叉树，其中S(0,1)为根节点，每个节点的左、右子节点分别为其左、右半区间的

Simpson积分结果

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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protected static double SimpsonSimpRe(UnaryFunction f, double low, double up,
double parent, double limit, int maxCount, ref int count)

{
count++;
double mid = (low + up) / 2;
double left = NewtonCotes.Simpson(f, low, mid);
double right = NewtonCotes.Simpson(f, mid, up);
if (Math.Abs(left + right - parent) < 10 * limit)

return left + right;
return SimpsonSimpRe(f, low, mid, left, limit / 2, maxCount, ref count)

+ SimpsonSimpRe(f, mid, up, right, limit / 2, maxCount, ref count);
}
protected static double SimpsonSimp(UnaryFunction f, double low, double up,

double limit = 1e-10, int maxCount = 10000)
{

double root = NewtonCotes.Simpson(f, low, up);
int count = 0;
return SimpsonSimpRe(f, low, up, root, limit, maxCount, ref count);

}

编程实践

✓ 自适应积分法（AdaptiveIntegral类） 简化写法，供参考编程思路

计算当前节点的左、右子节点

记录函数被调用次

数，即区间划分数

满足要求则返回子节点之和

不满足要求

则对子节点

进一步划分

计算根节点S(a,b)

调用递归函数

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践



76/80

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第七章

编程实践

✓ 求积方法对比（AdaptiveIntegral类）
public static void Sample()
{

UnaryFunction f = x => 0.5 / Math.Sqrt(x);
UnaryFunction If = x => Math.Sqrt(x);

double low = 0.1, up = 1;
double I = If(up) - If(low);
Console.WriteLine("准确值：" + I + "\n");

// ……
double I4 = GaussLegendre.Integral(f, low, up, degree);
Console.WriteLine(degree + "次Gauss-Legendre：" + I4);
Console.WriteLine("误差：" + (I4 - I) + "\n");

// ……
double I5 = AdaptiveIntegral.Simpson(f, low, up);
Console.WriteLine("自适应Simpson：" + I5);
Console.WriteLine("误差：" + (I5 - I) + "\n");

}

待积函数与原函数

𝑓 𝑥 =
1

2 𝑥
𝐼 𝑥 = 𝑥

积分上下界以及准确值

Gauss-Legendre求积

自适应Simpson求积

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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public static double ThreePoint(UnaryFunction f, double x0, double h = 1e-5)
{

return (f(x0 + h) - f(x0 - h)) / h / 2;
}

public static double FivePoint(UnaryFunction f, double x0, double h = 1e-5)
{

return (f(x0 - 2 * h) - 8 * f(x0 - h) + 8 * f(x0 + h) - f(x0 + 2 * h)) / h / 12;
}

public static double Order(UnaryFunction f, double x0, int order = 1, double h = 1e-5);

public static double Richardson(UnaryFunction f, double x0, int order = 1,
double limit = 1e-10, int maxCount = 15)

编程实践

✓ 求导（Differential类）

三点公式

五点公式

求函数任意阶导数的方法，误差为𝑂 ℎ2

基于Order方法，采用Richardson外推的求函数任意阶导数，通过误差限确定外推次数

微分步长ℎ与外推次数𝑛的关系为：ℎ = Τ1 2𝑛

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践



78/80

海洋工程研究院 胡振中 《工程硕士数学》 第七章

编程实践

✓ 求导（Differential类）
public static void Sample()
{

UnaryFunction f = x => Math.Exp(x);

double x0 = 0, f1 = 1;

double h = 1;
// 三点公式
Console.WriteLine("三点公式：" + (ThreePoint(f, x0, h) - f1));
// 五点公式
Console.WriteLine("五点公式：" + (FivePoint(f, x0, h) - f1));

int degree = 2;
Console.WriteLine(degree + "阶导数");
Console.WriteLine("常规求导：" + (Order(f, x0, degree, h) - f1));
Console.WriteLine("外推求导：" + (Richardson(f, x0, degree, limit: 1e-5) - f1));

}

待求导函数

目标点及对应的导数值

用三点公式和五点

公式计算一阶导数

计算degree阶导数

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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编程实践

✓ 附：简化代码的方法（扩展方法）

public static class UnaryFunctionExtension
{

public static double Integral(this UnaryFunction f, double low, double up,
double limit = 1e-10, int maxCount = 10000)
=> AdaptiveIntegral.Simpson(f, low, up, limit, maxCount);

public static double Differential(this UnaryFunction f, double x0, int order = 1,
double limit = 1e-10, int maxCount = 15)
=> NumNet.Differential.Richardson(f, x0, order, limit, maxCount);

public static double FindZero(this UnaryFunction f, double low, double up)
=> Bisection.FindZero(f, low, up);

public static double FindZero(this UnaryFunction f, double x0)
=> NewtonIteration.FindZero(f, x0, x0 + 1e-5);

}

自适应积分

外推高阶微分

二分法求零点

割线法求零点

可以直接调用f.Integral(low, up)、f.Differential(x0)、f.FindZero(x0)进行一元函数的积分、微分以及

求零点等数值计算了！

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践
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学习重点

概论

研究问题

插值型求积公式

代数精度

N-C求积公式

Cotes系数

误差与稳定性

复合公式

Romberg公式

Gauss求积公式

Gauss求积

稳定性与收敛性

G-L求积

G-C求积

自适应积分法

数值微分

Taylor展开构造

插值求导与外推

编程实践

理解插值型求积公式的概念

掌握代数精度的概念和分析方法

理解复合求积公式的思路和计算过程

掌握复合求积公式的误差分析

理解Romberg求积公式的方法

掌握Gauss(-L/-C)求积公式的计算方法

了解自适应积分法和数值微分的思路

作业
教材P274-10，补充：用三点G-C公式计算1−

1
(1 − 𝑥2)3/2cos 𝑥 𝑑𝑥


